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摘 要 讨论用试验数据修正刚度矩阵的问题
。

依据特征方程
、

刚度矩阵的对称性和半正定

性
,

利用代数特征值反间题的理论和 方法
,

研究了这个间题解的存在性和唯一性
,

提出了修正

刚度矩阵的一个新方法
。

用这个方法修正的刚度矩阵不仅满足特征方程
,

而且是唯一的对称半

正定矩阵
。
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d y n a m ie e x p e r im e n t , in v e r s e P r o b le m

动力学模型修正是结构振动分析的反 问题
,

随着航空
、

航天结构的大型化和复杂化
,

日益迫切需要解决这个问题
。

十多年来
,

国内外许多学者在这方面已作了大量研究
,

取得

了丰富的成果
。

就修正刚度矩阵的矩阵型方法而言
,

其中典型的研究工作是 Ba
r u ch 〔, 一 3〕

、

w e i[.
、

5 〕和 B e r m a n 陈
6〕等人提出的误差矩阵范数极小化的方法

.

这类方法的共同点是依据

特征方程和刚度矩阵的对称性
,

由不完备试验数据利用 L ag ra ng
e
乘子法修正刚度矩阵

。

但迄今所有的方法在理论上都不能保证修正的刚度矩阵一定对称半正定
。

然而从物理和

力学意义上讲
,

刚度矩阵一般都是对称半正定矩阵
。

本文依据特征方程
、

刚度矩阵的对称性和半正定性
,

利用代数特征值反问题的理论和

方法 [7. “〕给出修正刚度矩阵的一个新方法
。

与现有的方法相比
,

本文方法修正的刚度矩阵

不仅满足特征方程
,

而且是唯一最优的对称半正定矩阵
。

1 理论分析

假定结构的自由度为
n ,

已测得结构前 m 阶固有频率 。, ,

⋯
, 。.
和相应的振型 中 1 ,

⋯
,

中
.

( m 镇 n )
。

记

中 = 〔巾
1 ,

⋯
,
中

.

〕
,
口

, = d ia g (叫
,

⋯
,

嵘 ) ( l )

质量矩阵M 是 已知的 n
阶对称正定矩阵

,

并且假定测试振型 中 已校正 [lj
,

使得如下正交条
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件成立

梦材中 ~ 几 ( 2)

其中 1 .

表示 。 阶单位矩阵
。

以 K
。

表示刚度矩 阵的初始估计
,

K
。

未必是对称半正定矩阵
。

根据文献「2 ~ 6〕
,

求
“

最

接近
”K 。

的对称半正定刚度矩阵 K 的最简单方法是极小化如下加权 E uc h d e a n 范数
。

一告II M一
告( K 一 K

。 , M
一

‘“ ( 3 )

其中要求修正的刚度矩阵 K 必须满足特征方程
、

对称性和半正定性的约束条件
,

即
、.、产.、产.产

41以J
内b

了.、、了.、2.、

其中 K 异 。表示 K 是半正定矩阵
。

如 果不考虑约束条件 ( 6) 式
,

利用 L ag r a n g e
乘子法处理约束条件 (4 ) 式

、

( 5) 式下极

小化目标函数 ( 3) 式的线性约束最优化问题
,

可得文献 [ 2 一 6」中的结果
。

由此修正的刚

度矩阵并不能保证具有半正定性
,

也就不能准确地模拟实际结构
。

因此
,

必须考虑约束条

件 ( 6) 式
,

而这个约束条件是高度非线性的
,

用最优化方法来解决约束条件 ( 4) 式 ~ ( 6)

式下极 小化 目标函数 ( 3) 式的问题是不适宜的
。

将利用代数特征值反 问题的理论和方法

来解决这个 问题
。

引理 1[; 〕 设 n x m ( m ( n) 列满秩矩阵 X 的正交三角分解为
_

「R 〕
X 一 Q } }

L O J
( 7 )

其中 Q 一 ( Q
, ,

Q
Z ) 是

n
阶正交矩阵

; Q
l

是
n x m 矩阵 ; R 是 m 阶非奇异上三角矩阵

; A 一

di ag 以
: ,

⋯
,

弋 ) 是 m 阶对角矩阵
,

则 A X 一 X A 有对称半正定矩阵解 A 的充分必要条件是

凡妻 。
,

(入 一 人) x 万x ,
一 o

,
i

,

j 一 1
,

⋯
,

m ( 8 )

其中 x ,

是 X 的第 i 列
。

并且当条件 ( 8) 式满足时
,

A X 一 X A 的对称半正定矩阵解 A 的通

式可表为

A = X 乃X + + Q
ZG Q歹 ( 9 )

其中 X +
是矩 阵 X 的 M o o r e

一 P e n r o s e 广义逆
; G 是 ( n

一m ) 阶任意的对称半正定矩阵
。

令

A -

由 ( 10 ) 式
,

则 ( 4 )

M
一 ’/ Z

K M
一 “ 2 ,

X = 砂
/ 2
中

,
A = d i a g (又1 ,

⋯
,

弋 ) = 口
2

( 10 )

式化为

A X 一 X A

因此 K 是对称半正定矩阵的充分必要条件是 A 是对称半正定矩阵
,

并且广义特征值问题

K x 一 孟材沈 的特征值为矩阵 A 的特征值相同
。

由 ( 2 ) 式和 (l 0) 式知 X 是列满秩矩阵
,

X T X 一 1 . ,

X + 一 X T ,

X 的正交三角分解

(7 ) 式中可取 Q
,
一 X

,

R 一 I , ,

Q
:

的列是 X T

的零空间 N ( X T ) 的一组标准正交基
,

并

且 入 ~ 耐 > 0
,

(入 一 又, ) x 万x , ~ (衅 一 衅)奸入了中, ~ 0( i
,

j ~ 1
,

⋯
,

m )
。

因此
,

由引理 1
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和 ( 1 0 ) 式
、

( 1 1 ) 式可得如下定理
。

定理 1 如果测试振型必和 已知质量矩阵M满足正交条件 ( 2) 式
,

则存在满足约束条

件 ( 4) 式 一 ( 6) 式的对称半正定刚度矩阵 K
,

并且其通式可表示为

K = 材中月
2
巾

T

M + 砂
‘Z

Q
ZG Q歹M

, ‘2 ( 1 2 )

其 中 G 是 (n 一 m ) 阶任意对称半正定矩阵
。

引理 2 [ 9〕 给定
n
阶实矩 阵 B

,

令 B , = ( B + B
T ) / 2

。

假定 B
, = U H (其中 U 阶是

n

A

正交矩阵
; H 是

n
阶对称半正定矩阵 ) 是 B l

的极分解
,

则 B 一 ( B
,

+ H ) /2 是 B 的唯一对

八

称半正定矩阵最佳逼近
,

即 B 使
,

入

B 一 B 二二二 n 】In
Y》 0

Y 一 B

定理 2 如果测试振型中和已知质量矩阵M满足正交条件 (2 ) 式
,

则存在满足约束条件
八 八

(4 ) 式 ~ ( 6) 式的唯一刚度矩阵 K 使目标函数 ( 3) 式达到最小值
。

并且 K 可表示为

义一 材中门
Zo T

材 + 喜耐Q
Z (。 ,

+ 二 ) Q丁、晋
乙

( 1 3 )

其中 B 、 ~ 爹
Q : M

一

晋( K 。

+ K J , M
一“’

Q
Z ,

“
】

一 U H 是 B ,

的极分解
; U 是 (n 一 m ) 阶正交

矩 阵
; H 是 (n 一 m ) 阶对称半正定矩阵

。

证明 由定理 1 知
,

满足约束条件 ( 4) 式 一 ( 6) 式的任一刚度矩阵 K 可表示为 ( 1 2)

式
,

从而
, 八 八 、

了
、

一
告、、

一

合一 尸
/ Z

o
Z
o

T

、
/ 2 + Q

Z

阅卜 、
, 2

卯
Z
o T

、
, 2

+ Q {0 0 {
“ ( 1 4 )

( O G )

由酉 (正交 ) 不变范数的性质〔’0] ,

有

}}M
一 ‘/ 2 ( K 一 K 。 ) M

一 ’‘,

}}
“

I} 1 0 0 \ _

~ }}Q } _ }Q
‘

一 ( M
一 ’/ 艺K o

M 一 ’/ Z
一 材

. / Z中日 2必 ,

材
l / 2

0 ( O G /

= {】口
2
一 Q丁M

一 ’‘ZK o

M
一 ’‘2

Q
I

}}
2

+ }}Q丁M
一’‘ZK o

M
一 ’‘Z

Q
:

}1
’

+ }! Q歹M
一 “ , K o

M
一 ’/ Z

Q
,

}}
2

+ }}G 一 Q要M
一 ’‘, K o

M 一 ’/ 2
Q

2

}}
’ ( 1 5 )

因此
,

在约束条件 ( 4) 式 一 ( 6) 式下
,

目标函数 ( 3) 式达到极小的充分必要条件是存在 (n
八

m ) 阶对称半正定矩阵 G
,

使
A

}}G 一 Q丁M
一 ’‘ZK o

M
一 ’/ Z

Q
:

}} 二二二 n l I n
G ) 0

1}G 一 Q丁M
一 ’‘Z K o

M 一 ‘/ Z
Q

:
}} ( 1 6 )

假定 尽

并且

B 一 Q : M一K
O

M一Q
Z ,

B l
一

告
Q : M一 ( K

。

+ K : ) M一Q
Z ( 1 7 )

八

的极分解为 B
l
一 U H

,

由引理 2知
,

存在唯一的对称半正定矩阵 G 使 ( 1 6) 式成立
,

因此
,

由 ( 1 5 )

A

G 一 ( B l + H ) / 2

A

式知
,

存在唯一的满足约束条件 (4 ) 式 一 ( 6) 式的刚度矩 阵 K

( 1 8 )

使 目标函数

( 3 ) 式达到最小
。

将 ( 1 8 ) 式代入 ( 1 4 ) 式
,

即得
人

K 的表达式 ( 1 3 ) 式
,

证毕
。
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定理 2 不仅保证了修正的刚度矩阵是唯一最优的对称半正定矩阵
,

而且公式 ( 1 3 )给

出了修正刚度矩阵的一个新方法
,

克服了现有其它方法不能保证修正刚度矩阵具有半正

定性的缺点
。

2 结 论

由本文方法修正的刚度矩阵是刚度矩 阵初始估计的唯一最优校正
,

它不仅精确地满

足特征方程和对称性
,

而且满足半正定性
,

并且对刚度矩阵的初始估计没有任何限制
。

参 考 文 献

1 Ba r u e h M
,

Ba r It z h a e k I Y
.

0 p t ima l w e ig h t e d o rt h o gO n a l面 t 压o n o f me
a s u r e d m od e s

.

A I A A J
. 1 9 7 8门 6 ( 4 ) : 34 5一

3 5 1

2 Ba r u e h M
.

0 p t i

nuza
t io n p r oc ed

u r e t o e o r r ec t s t iff n e s s a nd fl e x ib i l i t y ma
t r i e e s u s in g v ib r a t io n t e s t s

.

A I A A J
,

19 7 5 -

1 6 ( 1 1 ) : 12 0 8一1 2 10

3 Ba
r u e h M

.

0 p t im a l e o r r ec t io n o f ma
s s a n d , t if fn e s s m a t r ie e s u s in g m e a s u r e d m od e s

.

A I A A J
,

1 9 8 2 . 2 0 ( 1 1 ) :

1 6 2 3一1 6 2 6

4 W e i F S
.

S t iff n 即 s

ma
t ri x e o r r ec t io n fro m inc o m p l e t e t e s t d a t a

.

A I A A J
,

19 8 0 ; 18 ( 1 0 ) :
12 74一 12 7 5

5 Be rma
n A ,

We i F S
.

A u t o

ma t ed d yn a m i e a n a lyt i e a l m od e l im P r o ve m e n t
.

N A S A 一3 4 5 2 , 1 9 8 1

6 压
r

ma
n A , N a g y E J

.

I m p r o ve m e n t o f a la 飞e a n a l yt i e a l m od e l u s in g t e s t d a t a
.

A I A A J
, 1 9 8 3 ; 2 1 ( 8 ) :

1 26 8一 1 7 3

7 张磊
.

对称非负定矩阵反 问题解存在的条件
.

计算数学
,

19 89
; 11 “ )

:
3 37 一3 43

8 周树荃
,

旅华
.

代数特征值反间题
.

郑州
:
河南科学技术出版社

,

19 91
: 3 04 一 346

9 H i‘h a m N J
.

Co m p u t in g a
ne

a r e s t s y m m e t r ie p o s i t iv e s e m id e f in i t e

ma t r ix
.

L in e a r A lg e b r a a n d I t s A p p li e a t io n s ,

1 9 8 8 书10 3 : 1 0 3 一 11 8

l 。 孙继广
.

矩阵扰动分析
.

北京
:

科学出版社
,

19 87
:

70 一71


