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一般有限域 GF( pm)上线性码的自同构群
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(云南大学 数学系,云南 昆明 � 650091)

摘要: 对单式阵群作一个较详细的研究, 并将 GF( 2m) 上线性码的自同构群的一些结论推广到最一般的

有限域 GF ( pm) 上去, 这里的 p 是任意的素数.
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� � 设 C是一个线性编码. C的自同构群AutC在

码论研究中,尤其是译码中很有用,然而寻求AutC

一般十分困难. 在文献[ 1] 及我们所给的其它论文

中, 我们曾用矩阵广义逆理论对 Aut C 进行了研

究,得出一些颇有价值的理论及一些很有效的计算

方法,将Aut C的研究推进了一步. 但文献[ 1] 的结

果还仅限于 GF( 2m
) 上, 为了使这些结果可用于更

多的码类, 需将它们推广到最一般的有限域

GF( p
m
) 上去. 这种推广要涉及单式阵群问题(在

GF(2m
) 上仅涉及置换阵群) , 因而更为困难和复

杂.

下面, 先对单式阵群作一个较为详尽的研究,

找出它的一些规律.

1 � 单式阵群

定义 1 � 设 H是有限域F上的( n- k ) � n阶

的行满秩矩阵, 齐次线性方程组

� � � � Hx = 0

的解空间 N ( H) 称为 F 上的一个[ n , k] 线性码,

其中 k 是N ( H) 的维.

对置换 �  S n( n 次对称群 ) 及有限域

GF( q ) ( q = p
m
) 上的 n 维向量a = ( a1, a2, !,

an ) , a� = ( a�( 1) , a�( 2) , !, a�( n) ) . 设 �ij =

1 � i = j

0 � i ∀ j
(kronecker符号) , 则可用置换阵 A =

( �i , �( j ) ) 来代替 �的作用.

令P代表 n阶置换阵全体所构成的置换阵群,

则 P与 S n 同构.其同构对应是

� =
1 2 ! n

�(1) �( 2) ! �( n)
�A = ( �i, �( j ) ) .

令 i t = �( t ) , 则矩阵 A = ( ei
1
ei

2
! e i

n
) ,其中

ei
t
= ( 0 ! 0 1 0 ! 0) T是第 i t位为1的单位向量

(下同) , t = 1, 2, !, n .

例1 � � =
1 2 3 4

2 3 1 4
, 则 A = ( e2 e3 e1 e4)

(4阶置换阵) .

定义 2
[ 2] � 称有限域 GF( q ) ( q = p

m
) 上的

n � n 阵A
~

为单式阵,若 A
~

的每行每列正好有一个

非零元.

例 2 � 有限域 GF(32
) = {0, 1,  1,  2, !,  7}

(  8
= 1) 上的矩阵 A

~

=

0  2 0

0 0 1

 5 0 0

就是一个单

式阵.

由此定义, 可表 A
~

= AD , 其中 A  P, D  
D( n 阶非异对角阵全体所成群) .

令R= PD = { AD | A  P, D  D} ,
则R便是 GF( q) 上所有 n阶单式阵所成集合. 当 q

= 2时,R= P.

为简便计,将对角阵记为 D = #!1 !2 !!n∃.

� 收稿日期: 2003- 09- 08

� 基金项目:云南省自然科学基金资助项目( 2002F0012M) ;云南省教育厅科研基金项目( 0111155) ;云南省省校合作项目( 19- 7) : (北

京大学 % 云南大学) .

� 作者简介:王国栋( 1938- � ) ,男,云南人,教授,主要从事代数编码理论与矩阵问题方面的研究.



引理 1 � 对 D = #!1 !2 !!n∃  D, !j  

GF( q ) , A = ( e i
1
ei

2
! ei

n
)  P.有 DA = AD,其

中 D = #!i
1
!i

2
!!i

n
∃.

证明 � 因 A
- 1

= A
T
,

所以 A#!i
1
!i

2
!!i

n
∃ A

T
= !i

1
ei

1
e
T

i
1
+ !+ !i

n
ei

n
e
T
i
n

= !1 e1e
T
1 + !+ !nene

T
n = #!1 !2 !!n∃= D.

因而 DA = AD .

定理1 � 对 n阶的一般线性群 GL ( n, F) (F =

GF( q ) ) 上的 2个子群 P及 D,作它们的乘积

R= PD= { AD | A  P, D  D} ,
则R也是 GL ( n, F )的子群,称为单式阵群,且R的

阶 | R| = ( q - 1) n
n!.

证明 � 令 A1D1, A2D 2  R, 由引理 1

( A1D1) ( A2D2) = A1( D 1A2) D2 =

( A1A2) ( D1D2)  R,

所以R成群, In 是R的单位元. 已知有如下阶的关

系: | R| = | P | | D | / | P & D| .令 B  P & D,则
B是置换阵且B 的对角元均非 0, 推出 B = In .所

以 | R| = | P| | D | .对 D = #!1 !2 !!n∃  D, !i  

GF
*
( q ) , | GF

*
( q ) | = q - 1. 因而 | D | = ( q -

1)
n
, 但 | P | = n !,最终 | R| = ( q - 1)

n
n!.

下面给出单式阵的一些运算规律.

引理 2 � 设置换阵 A = ( ei
1
ei

2
! e i

n
) , 其中

i 1 i 2 !i n 是 12 ! n 的一个排列. 倘若排列中的自

然数 t 在第 kt 位置上( t = 1, 2, !, n ) ,则

(1) A = ( ei
1
ei

2
! e i

n
) =

�e k
1

�e k
2

∀

�e k
n

,其中 �ek
t
=

(0 ! 0 1 0 ! 0) 是单位行向量(而 ei
1
, ei

2
, !, ei

n

是单位列向量) .

(2) A- 1
= A

T
= ( ek

1
ek

2
! ek

n
) =

�ei
1

�ei
2

∀

�ei
n

, �e i
t
=

(0 ! 0 1 0 ! 0) 是单位行向量.

证明 � (1) 容易得出.

(2) 因 �e k
i
ek

j
=

1 � i = j

0 � i ∀ j
,所以由(1) ,

A( ek
1
e k

2
! ek

n
) = In ,推出 A

- 1
= ( ek

1
ek

2
! e k

n
) .

例 3 � 设 A = ( e4 e2 e1 e3) ,排列4213中1, 2,

3, 4分别在 k 1 = 3, k 2 = 2, k 3 = 4, k4 = 1位置上,

所以

A =

�e3

�e2

�e4

�e1

=

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0

,

A
- 1

= ( ek
1
e k

2
ek

3
ek

4
) = ( e3 e2 e4 e1) =

�e4

�e2

�e1

�e3

=

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0

.

在实际中我们常要计算单式阵的逆及它的阶,

因而不可回避地要计算它的幂,为此给出下面方便

而有效的方法.

定理 2 � 设单式阵 A
~

= AD =

( ei
1
ei

2
! ei

n
)#!1!2 !!n∃,则

(1) A
~

的逆 A
~ - 1

= ( AD)
- 1

=

( ek
1
e k

2
! ek

n
)#!- 1

k
1
!- 1

k
2

!!- 1
k
n
∃,其中 kt 的定义见引

理 2.

(2) 将 D = #!1 !2 !!n∃记为 D0 = #!( 0)1

!
( 0)
2 !!( 0)n ∃.由排列 i 1 i 2 ! in (由 A知)及 D 0可作

出一个 D1 = #!(0)
i
1
!(0)i

2
!!(0)

i
n

∃.将 D1又记为 D1 =

#!(1)
1 !

(1)
2 !!(1)

n ∃, 由 D1 又 可 作 出 D2 =

#!(1)
i
1
!(1)

i
2

!!(1)
i
n

∃,记为 D 2 = #!( 2)1 !( 2)2 !!( 2)n ∃. 仿

此不断往下做,得出一个对角阵序列

Dt = #!( t )1 !
( t )
2 !!( t )n ∃ =

#!( t- 1)
i
1

!( t- 1)
i
2

!!( t- 1)
i
n

∃,

� � � � � � t = 0, 1, 2, !.

则 A
~

= AD 的 k 次幂

A
~ k

= ( AD)
k
= ( AD0)

k
=

A
k
Dk- 1Dk- 2 ! D1D0. ( 1)

(此公式提供了一个规范且简易的计算幂的方法) .

(3) 设还另有一个单式 阵 B
~

= BD 1 =

( ej
1
ej

2
! ej

n
)##1 #2 !#n∃,则乘积

A
~

B
~

= AB#!j
1
#1 !j

2
#2 !!j

n
#n∃.

证明 � (1) 因

A
~ - 1

= ( AD)
- 1

= D
- 1
A

- 1
=
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#!- 1
1 !- 1

2 !!- 1
n ∃( ek

1
ek

2
! ek

n
) =

( ek
1
ek

2
! ek

n
)#!- 1

k
1
!
- 1
k
2
!!- 1

k
n
∃(由引理 2).

(2) 用数学归纳法证之.当 k = 1时, (1) 式显

然成立.

设 k = m 成立, 即 A
~ m

= A
m
Dm- 1 Dm- 2 !

D 1D 0成立,来证 k = m + 1 成立. 令 W = Dm- 1

Dm- 2 ! D1D0, 则

A
~ m+ 1

= A
~

A
~ m

= ( AD0) A
m
W =

A( D 0A) A
m- 1

W =

AA#!(0)i
1
!
( 0)
i
2

!!(0)i
n

∃ A
m- 1

W(由引理1) =

A
2#!(1)1 !

( 1)
2 !!( 1)n ∃Am- 1

W =

A
3#!(1)i

1
!( 1)i

2
!!( 1)i

n
∃ A

m- 2
W =

A
3#!(2)1 !( 2)2 !!( 2)n ∃ A

m- 2
W = !=

A
m+ 1#!( m )

1 !( m )
2 !!( m )

n ∃A0
W =

A
m+ 1

DmW = A
m+ 1

DmDm- 1 ! D 1D 0.

(3) 因 A
~

B
~

= ADBD1 = A( DB) D1 =

AB(  DD1) (由引理 1) =

AB#!i
1
!i

2
!!i

n
∃∋

##1 #2 ! #n∃.

例 4 � 求有限域 GF (23
) = { 0, 1,  , !,  6

}

(  7 = 1) 上的单式阵 A
~

=

0  5 0 0

0 0 0 1

 2 0 0 0

0 0  0

的阶.

将看到 A
~

的阶| A
~

| = 28. 如果用矩阵的乘法去求

| A
~

| ,计算量太大,也容易出错. 用上定理中的公式

(1) 来做,工作量大为减少,且它的计算格式很规范.

易见 A
~

= AD = AD0,其中A = ( ei
1
ei

2
ei

3
ei

4
) =

( e3 e1 e4 e2) , 而 D 0 = #!( 0)1 !
(0)
2 !

( 0)
3 !

( 0)
4 ∃ =

# 2  5  1∃,其中排列 i 1 i 2 i 3 i 4 是 3142, 因此计算

格式如下:

D 0 = # 2  5  1∃, 由排列 3142知,

D 1 = #  2 1  5∃, D 1D 0 = # 3 1   5∃,

D 2 = #1   5  2∃, D 2D 1D 0 = # 3   6 1∃,

D 3 = # 5 1  2  ∃,

D 3D 2D 1D 0 = #    ∃ =  I 4,

故 A
~ 4

= A
4
D 3D 2D 1D 0 = I4(  I4) =  I4( A的阶

由置换性质很易求出) , 所以 ( A
~ 4

)
7

= A
~ 28

=

 7 I4 = I4.因此, | A
~

| = 28.

2 � GF( q)上线性码的自同构群问题

下面总设C是有限域GF( q) ( q = p
m
) 上的一

个[ n, k ] 线性码,且设 k � n 阵M是C 的生成阵,

不失一般性, 还假定 M 行满秩.

定义 3
[ 2] � 设 C 是 GF( q) 上的[ n, k ] 线性

码, C 的自同构群

Aut C = { A
~

= AD  PD | 对任何 c  C ,

cAD  C} .

对 GF ( q) 上的任何 k � k 可逆阵 Y, 令 M
~

=

YM, 则行生成空间 span( M
~

) = span(M) .因此不

难得出, 对单式阵 AD  R,有

AD  Aut C ! 存在 GF( q ) 上的 k � k 阵X ,

使 � � � � � XM = MAD , ( 2)

这等价于, AD  AutC ! 矩阵方程 XM =

MAD( X 可逆) 有解.

下面给出本文的另一个重要定理.

定理 3 � 设 C 是GF ( q ) 上的[ n, k ] 线性码,

且行满秩阵 M 是 C 的生成阵, 则对单式阵 A
~

=

AD  R,

A
~

 AutC ! 矩阵方程 XM =

MA
~

有解( X 非异) ! MA
~

M
( 1)
M = MA

~

,

( 3)

其中 M
(1)
是 M 的任何一个{1} - 逆. 若有解, 则

k � k 可逆阵X0 = MA
~

M
( 1) 是方程的唯一解.

证明 � 据文献[ 3] ,复数域上的矩阵方程

XM = MA
~

有解的充要条件是 MA
~

M
( 1)
M = MA

~

.若有解, 则

解集是

S = {MA
~

M
(1)

+ Y( I k - MM
( 1)

) | Y是C 上

的任何 k � k 阵} = {MA
~

M
( 1)

} (因M 行满秩, 所

以 MM
(1)

= I k) .

此结论可推广到有限域 GF ( q) 上[ 4]
, 且上述

结论不依赖于 M
( 1) 的选择(见下面定理 4的证明

过程) . 因此若上述矩阵方程有解, 则 k = 秩( M)

= 秩( MA
~

) = 秩(MA
~

M
( 1)
M ) ( 秩(MA

~

M
(1)

) ,

推出 k 阶方阵是可逆阵,且它是唯一解.

进一步, 令 G = AutC . 由定理 3, 对 A
~

=

AD  G ,由于此时 MA
~

M
(1)
可逆,可定义映射

∃: A
~

| ) MA
~

M
( 1)

= K  GL ( k , F) (一般线

性群) , ( 4)

其中 M
(1) 是 M 的任何一个{ 1} - 逆. 可证 ∃是G

到 ∃( G ) 的同态满射.事实上,由文献[ 3] , {1} - 逆
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集合可表征为

M {1} = {M
( 1)

+ Z- M
(1)
MZ | Z 是GF ( q )

上的任何 n � k 阵}

任取 B  M {1} , 设 B = M
( 1)

+ Z - M
( 1)
MZ,某

个 Z,则

MA
~

B = MA
~

M
(1)

+ MA
~

Z -

MA
~

M
(1)
MZ = MA

~

M
( 1)

(因 A
~

 G ,所以据上定理MA
~

M
( 1)
M = MA

~

) ,所

以表达式 MA
~

M
(1) 不依赖于 M

( 1) 的选择.因此 ∃

是映射.

设 A
~

1 = A1D1 及 A
~

2 = A2D2  G ,则由(2)

式知,存在 K1, K2  GL ( k, F ) ,使

K1M = MA1D1, K2M = MA2D2 ∀

K1 K2M = K 1MA2D2 =

MA1D1A2D2 = MA
~

1A
~

2,

因此 ∃( A
~

1A
~

2) = MA
~

1A
~

2M
(1)

= K1K 2MM
(1)

=

K1 K2 Ik = K1K 2 = ∃( A
~

1) ∃( A
~

2) .所以 ∃是G 到

∃( G ) 的同态满射.

定理 4 � 令 [ n, k ] 线性码 C 的自同构群

Aut C = G (R的子群) .对 A
~

= AD  G ,则映射

∃: A
~

|) MA
~

M
(1)

= K  GL ( k , F ) (一般线

性群)

是 G 到∃( G ) 的同态满射.从而商群

G / ker∃ # ∃( G ) ,

其中 核 ker ∃ = { A
~

 G | ∃( A
~

) = K =

MA
~

M
( 1)

= Ik } , I k 是 GL ( k, F ) 中的单位元. 特

别若 ker∃= In ,则 ∃是单射,此时 G # ∃( G ) .若

还有 ∃( G ) = GL ( k , F) ,则

G = AutC # GL ( k, F ) , F = GF ( q ) .

在这种 情况 下, AutC 的计算 可归 结为

GL ( k, F ) 的计算.文献[ 5] 中所给定的2个命题的

证明过程提供了计算 GL ( k , F ) 的方法.此二命题

是:

∗ [ 5]在有限域 GF ( q ) 上的 n 维向量空间中,

一共有

( q
n
- 1) ( q n

- 2) !( q
n
- q

t- 2
)

个线性无关的向量组,每组含 t 个向量.

+ [ 5]
n 级一 般 线性 群 GL ( n, F ) ( F =

GF( q ) ) 含有

( q
n
- 1) ( q n

- q ) !( q
n
- q

n- 1
)

个元素.

下面通过一个具体例子来阐明怎样利用本文

的结果来求取一个线性码的自同构群. 考 GF( 3)

上的 [ 4, 2] 线 性 码, 其 生 成 阵 是 M =

1 0 2 2

0 1 2 1
. 其码字是 0000, 0212, 1110, 2011,

2220, 0121, 1022, 1201, 2102.

兹证 � Aut C # GL (2, F ) , F = GF( 3) (共含

(32
- 1) (32

- 3) = 48个元) .

为简便计, 将 4 阶单式阵 A
~

分块成 A
~

=

[ A
~

1, A
~

2] . 算 出 M
( 1)

=
I 2

0
, M

( 1)
M =

I2 U

0 0
, U=

2 2

2 1
,据定理 3知

A
~

 AutC !MA
~

M
(1)
M =

M[ A
~

1A
~

2]
I2 U

0 0
=

M[ A
~

1A
~

2] !MA
~

1 U = MA
~

2. ( 5)

对任何 K  GL (2, F) ,则由 K = MA
~

M
( 1)

=

M[ A
~

1A
~

2]
I2

0
= MA

~

1. 据 M 的结构, 由 K =

MA
~

1 容易得出 A
~

1. 再由 KU = MA
~

2, 即可定出

A
~

2, 于是 A
~

= [ A
~

1A
~

2] 便是 K的原像,即 ∃是G 到

GL (2, F ) 上的映射.

令 I2 = K = MA
~

1 ∀ A
~

1 = ( e1, e2) ,再由

KU = I2 U = U = MA
~

2 ∀

A
~

2 = ( e3, e4) ∀ ker∃= I4.

所以

G = Aut C # GL (2, F ) (阶为 48) .

借助定理 2的公式(1) 及两子群的乘积(又称部

积) ,可将 G 中的 48个元具体求出:事实上,分别令

K =
0 2

2 1
及

0 2

1 2
,分别求出了 G 中的 2个元

A
~

= (2e2 e4 e1 e3) ,

B
~

= ( e2 e3 e1 e4) ,

由公式 ( 1) , 可很快算出 A
~

, B
~

的阶 | A
~

| = 8,

| B
~

| = 3.于是 A
~

, B
~

分别生成8阶及3阶的循环群

( A
~

) 与( B
~

) .考它们的乘积 W = ( A
~

) ( B
~

) ∃ G . 由

于( A
~

) & ( B
~

) = I4,所以

| W | = | ( A
~

) | | ( B
~

) | = 8 � 3 = 24.

由此

W , 2W = G = Aut C.

这样一来, AutC 的全部元就具体求出了.
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