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二次剩余码的自同构群
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摘要: 针对二次剩余码的自同构置换建立了判定定理, 利用矩阵的广义逆理论研究了二次剩余码的扩展码

的自同构群, 并用实例验证了相关结论.
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线性码的自同构群研究是代数编码中的一项基础研究,它对于译码算法的设计,密码体制的设计和分

析都具有重要的基础意义.将自同构置换表示为置换矩阵, 并将矩阵的广义逆理论引入到线性码的自同构

群的研究中,可以见之于文献[ 1, 2] .文献[ 1]研究了二元有限域 GF ( 2)上线性码的自同构群,文献[ 2]进

一步研究了一般有限域 GF ( p
m

)上线性码的自同构群,所得结果具有可推广的理论价值,其中的计算方法

属于有效方法. 本文利用文献[ 1, 2]的结果研究二次剩余码的自同构群.为此首先将文献[ 2]的一些主要结

论开列于下.
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) 上的 n ! n 阵A 为单式阵,若 A的每行每列正好有一个非零元.于是可表 A = AD,其中
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在文献[ 2] 中,我们曾证明了如下命题,在本文二次剩余码的讨论中需要用到它们.

命题 1
[ 2]
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∀ i
1
 i

2
 i

n
#.

命题 2
[ 2]

对 A = ( ei
1
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) , D = ∀ 1  2  n#.将 D 写成D0 = ∀ 1( 0)
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则单式阵 A = AD = AD0 的 k 次幂

A
k

= ( AD)
k

= A
k
Dk- 1Dk- 2 D1D0. ( 1)

此式对计算 A的阶很方便.

设 C 是GF ( p
m

) 上的一个[ n , k ] 线性码, C 的自同构群

AutC = { A = AD  PD | !c  C , cA  C} .

命题 3
[ 2] 设 C 是GF( p

m
) 上的[ n , k] 线性码,行满秩的 k ! n 矩阵M 是C 的生成阵, 则对
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A = AD  PD, A  Aut C ∀ MADM
( 1)

M = MAD, ( 2)

其中 M
(1)
是 M 的任何一个{1} ∃ 逆.

对某些特殊情况(常用) , 命题 3, 还可作如下简化(从而大大减少计算量) .即有:

定理 1 设[ n , k ] 线性码 C 的生成阵被分块成M = [ M 1 M2] 后, M1 是 k 阶的可逆阵, 对单式阵

A = AD,将 A , D 作如下分块:

A = [ A1 A2] D =
D1 0

0 D 2

( D1, D2 亦可逆) ,则对

A = AD  PD, A  Aut C ∀ MA1D 1M1
- 1
M2 = MA2D2, ( 3)

证明 因此时M
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=
M

- 1
1

0
, M

(1)
M =

I k M
- 1
1 M2

0 0
,因此MADM

(1)
M = [ MA1 MA2]

D1 0

0 D2

Ik M
- 1
1 M2

0 0
= [ MA1D1 MA2D2]

Ik M1
- 1
M2

0 0
= [ MA1D1 MA1D1M

- 1
1 M2] . 所以由命题 3, AD  

AutC ∀ MADM
(1)
M = MAD ∀MA1D1M

(- 1)
1 M2 = MA2D2,证毕.

推论 1 若 C 是系统码,即 M1 = Ik ,则

AD  AutC ∀ MA1D1M 2 = MA2D2. ( 4)

在二次剩余码的自同构群研究中, 除了遇上形如 AD 的单式阵外还会遇上DA 类型的单式阵(见下

例) , 此时为了能应用定理,需将 DA 作如下处理:

设 D = ∀ 1  2  n#, A = ( ei
1

i
2

i
n
) . 据命题 1, DA = A D,  D = ∀ i

1
 i

2
 i

n
#=

 D1 0

0  D2

, 其

中  D 1 = ∀ i
1

 i
k
#,而  D 2 = ∀ i

k+ 1
 i

n
#.于是由定理得出

DA  Aut C ∀ A D  Aut C ∀ MA1  D1 M
- 1
1 M2 = MA2 D 2 ( 5)

现在用上面所建立的定理来讨论二次剩余码的自同构群问题.

设 p , l 是 2个不相同的素数且 l 是modp 的二次剩余, 用!1 及!2 代表 modp 的二次剩余及二次非剩

余集合.

设商环 R = GF( l ) [ x ] / ( x
p

- 1) .

定义 1
[ 3] 二次剩余码 Q , #Q , N , #N 是商环 R 上的循环码(理想) ,它们分别以 q ( x ) , ( x - 1) q ( x ) ,

n( x ) , ( x - 1) n( x ) 为生成多项式,其中

q ( x ) = %
r  !

1

( x - ∀r
) , n( x ) = %

n  !
2

( x - ∀n
) .

它们的系数在有限域 GF ( l ) 中,其中 ∀是 p 次原根, 它在 GF ( l) 的某个扩域中,而且 #Q ∃ Q , #N ∃ N ,

dimQ = dimN =
1
2

( p + 1) , 而 dim #Q = dim #N =
1
2

( p - 1) .

下面我们来探讨二次剩余码 Q 的扩展码 Q̂ 的自同构群问题, Q̂ 是一个自对偶码,即( Q̂ )
&

= Q̂ .它具

有良好的性质.

我们以 l = 3, p = 11作为范例(其它二次剩余码的自同构群可类似地处理) .此时!1= { 1, 3, 4, 5, 9} ,

!2 = {2, 6, 7, 8, 10} . 已知 Q̂ 的生成阵是

Ĝ =
 G 0

1 1 1 1 12! 12

( GF (3) 上的矩阵)

其中  G 可由 #Q 的幂等多项式Fq( x ) = 1+ x
2
+ x

6
+ x

7
+ x

8
+ x

10作出.而
 G

1 1 1
便是 Q 的生成阵.

Q 是[ 11, 6, 5] 的 Golay 码, Q̂ 是此 Golay 码的扩展码.

因 l = 3 > 2,所以 Aut( Q̂ ) 由保持 Q̂ 不变的所有单式阵A = AD构成(单式阵群, 我们已在文献[ 1]
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中作了较详细的研究) .由于 Q̂ 是线性的,因此若 A  Aut( Q̂) ,则 ! t  GF ( l) ,有 t ( AD)  Aut ( Q̂ ) .

为方便计算,只考虑 t = 1的情况,并把这样得到的Aut ( Q̂ ) 的元集记为Aut ( Q̂ )
+

(见文献[ 3] ) .

定义 2
[ 3, 4]

设 p 是形如 8m ∋ 1的素数,则{ 0, 1, , p - 1, ( } (即一维射影空间) 的一切形如

y ) ay + b
cy + d

, a, b , c, d  GF ( p ) 且 ad - bc = 1

的置换称为特殊射影线性群, 记为 PSL 2( p ) ,且 | PSL 2( p ) | =
1
2

( p
2
- 1) p . PSL 2( p ) 可由 3个置换

S : y ) y + 1, V : y ) #
2
y , T : y )- 1/ y

生成(其中 #是 GF( p ) 中的本原元) .

据Gleanson- Prange定理[ 3]
: Aut( Q̂ )

+ 包含一个与PSL 2( p ) 同构的群,此群可由 S, V及T∗生成, 其

中 T∗是T的如下单式推广,即对向量 C = ( C0, C 1, , Cp- 1, C ( ) ,若 C的分量的脚标 i = ( 及 i  !1,

则将 Ci 乘以1后,再作用置换 T: i )- 1/ i ; 若 C 的分量的脚标 i = 0及 i  !2,则将 C i乘以(- 1) 后, 再

作用置换 T: i )- 1/ i .准上, 对于 l = 3, p = 11时, 因 !1 = {1, 3, 4, 5, 9} , !2 = { 2, 6, 7, 8, 10} .于是

( i) S = (0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10) ( ( ) .

( ii) 因 2是 GF (11) 的本原元,所以令 V : y ) 4y ,则得出

V =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (

0 4 8 1 5 9 2 6 10 3 7 (
.

( iii) 由于 T =
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (

( 10 5 7 8 2 9 3 4 6 1 0
. 所以据 T∗的定义

CT∗ = (2C 0, C1, 2C2, C 3, C4, C 5, 2C6, 2C7, 2C8, C 9, 2C10, C ( ) T =

(2C ( , C 10, 2C 5, C 7, C8, C 2, 2C9, 2C3, 2C4, C 6, 2C1, C0) .

兹用本文的推论来验证 S, V, T∗  Aut ( Q̂)
+

, 经计算 6 ! 12阶的行满秩阵( GF (3) 上的)

M = [ M1 M2] =

1 0 1 0 0 0 + 1 1 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 + 0 1 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0 + 0 0 1 1 1 0

1 0 1 1 0 1 + 0 0 0 1 1 0

1 1 0 1 1 0 + 1 0 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 + 1 1 1 1 1 1

,

其中 M
- 1
1

=

1 0 2 2 0 1

0 1 0 2 2 1

0 0 1 1 0 2

2 0 1 2 1 1

0 2 0 0 1 0

0 0 2 2 2 2

, M
- 1
1 M 2 =

2 2 1 2 0 1

0 2 2 1 2 1

2 2 0 1 1 2

1 0 1 1 1 1

1 2 2 2 1 0

1 2 1 0 2 2

的行是 Q̂ 的生成阵Ĝ的行向量组的极大无关组,所以 Q̂ = Span Ĝ = Span( M) (行生成空间) .于是由推论

知:

对 A = AD  R, A  Aut Q̂+ ∀ MA1D1M
- 1
1 M2 = MA2D2,

其中 D =
D1 0

0 D2

.

为了方便起见,将上面得出的 S , V, T 及T∗作改写: 以 i + 1代替 i , i  GF (11) ,且以12代替 ( (即

射影直线上的无穷远点) ,并写出上面置换对应的矩阵,则

S =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 12
%置换阵 AS = ( e2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 12) ,
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V =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 5 9 2 6 10 3 7 11 4 8 12
%置换阵 A V = ( e1 5 9 2 6 10 3 7 11 4 8 12) ,

T =
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 11 6 8 9 3 10 4 5 7 2 1
%置换阵 AT = ( e12 11 6 8 9 3 10 4 5 7 2 1) .

由 T∗的定义知,它所对应的矩阵是一个单式阵 A = DAT,其中 D = ∀2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1#.为了

利用(5) 式来判断 T∗是否属于 Aut ( Q̂)
+

. 利用命题 1, 将 Â写成

Â = DAT = AT D, 其中  D = ∀1 2 1 2 2 2 1 1 1 2 1 2#,

并将 AT 及  D 作如下分块: AT
1

= ( e12 11 6 8 9 3) , AT
2

= ( e10 4 5 7 2 1) ,  D1 = ∀1 2 1 2 2 2#,  D2 =

∀1 1 1 2 1 2#,则经计算有

MAT
1
 D 1M

- 1
1 M 2 =

0 0 0 2 0 2

1 1 0 0 1 2

1 0 1 0 1 0

1 1 0 0 0 2

0 1 1 2 1 2

1 1 1 2 1 2

= MAT
2
 D2 & T∗  Aut ( Â)

+
(由(5) 式) .

类似地可推断 S, V  Aut Q̂+
(作 mod 3 运算) ,此时只要令 D = Ip 即可.

下面来算由 S , V, T∗所生成的群的阶, 为此先求 T∗的阶,即 A = ATD的阶.因 | T | = 2, 知 | AT | =

2,由命题 2, 令

 D =  D0 = ∀1 2 1 2 2 2 1 1 1 2 1 2#,

因 AT = ( e12 11 6 8 9 3 10 4 5 7 2 1) ,所以

 D 1 = ∀2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 1#,显然  D1  D0 = 2I .

从而 A
2

= ( AT D)
2

= AT
2 D 1 D 0 = 2I , A

3
= 2A , A

4
= I . 所以 | A | = 4. 因此

V
i
S

j
( T∗)

k
S

l  Aut ( Q̂ )
+

,其中 0 , i < 5, 0 , j , l < 11, 0 , k < 4.

一个更有启发的例子是 l = 11, p = 7的二次剩余码,此时!1 = {1, 2, 4} , !2 = {3, 6, 5} , #Q 的幂等多

项式是 Fq( x ) = 2 + 4( x + x
2

+ x
4
) + 10( x

3
+ x

6
+ x

5
) . Q 的扩展码 Q̂ 的生成矩阵是

 G 0

1 1 2
, ( Q̂ )

&
= Q̂ ,

且行满秩矩阵 M = [ M1 M2] =

2 4 4 10 + 4 10 10 0

10 2 4 4 + 10 4 10 0

10 10 2 4 + 4 10 4 0

1 1 1 1 + 1 1 1 2

可作为 Q̂的生成阵( GF (11) 上的

矩阵) ,

M
- 1
1 =

1 10 8 6

3 2 2 9

1 3 2 3

6 7 10 5

, M
- 1
1 M2 =

10 4 5 1

5 1 1 7

1 1 7 6

7 6 10 10

(作 mod 11 运算) ,

S =
1 2 3 4 5 6 7 8

2 3 4 5 6 7 1 8
%AS = ( e2 3 4 5 6 7 1 8) ,

V =
1 2 3 4 5 6 7 8

1 3 5 7 2 4 6 8
%AV = ( e1 3 5 7 2 4 6 8) (取 #= 3) ,

T =
1 2 3 4 5 6 7 8

8 7 4 3 6 5 2 1
%AT = ( e8 7 4 3 6 5 2 1) .
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T∗%单式阵 DAT = AT D , D = ∀10 1 1 10 1 10 10 1#,  D = ∀1 10 10 1 10 1 1 10#则 T∗  Aut( Q̂ )
+

.

事实上,将 AT 及  D 分块为
AT

1
= ( e8 7 4 3) , AT

2
= ( e6 5 2 1) ,  D 1 = ∀1 10 10 1#,  D2 = ∀10 1 1 10#,则

MAT
1
 D 1M

- 1
1 M 2 =

0 10 10 4

0 10 4 4

0 4 4 2

2 1 1 1

1

10

10

1

10 4 5 1

5 1 1 7

1 1 7 6

7 6 10 10

=

1 4 4 9

7 10 2 1

1 4 10 1

10 1 1 10

MAT
2
 D 2 =

10 4 4 2

4 10 2 10

4 4 10 10

1 1 1 1

10

1

1

10

=

1 4 4 9

7 10 2 1

1 4 10 1

10 1 1 10

(作 mod 11运算) ,

两式相等 & T∗  Aut( Q̂ )
+

(同理验证 S , V  Aut ( Q̂ )
+

) .

上面两例证实了本文诸结论的正确性,且给出的是一种很有效的、有自己特色的方法. 这不仅能验证

Gleanson- Prange定理的结论,而且能求出Aut ( Q̂ )
+ 中更多的置换甚至整个 Aut( Q̂ )

+
(如果需要的话) .
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T he automorphism group of quadratic∋residue codes
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Abstract: T he theorems on the automorphism permutat ion of the quadratic∋residue codes are established.

T he theory of the generalized inverse is used to study the automorphism group of the extended quadrat ic∋
residue codes. T he results are verif ied by some examples.
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