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Poisson分布中未知参数的精确置信区间
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摘要: 用假设检验法构造了 Poisson 分布中未知参数的置信下限和上限, 及精确置信区间,为实际应用提供

了理论依据.
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Poisson 分布是一类重要的离散分布, 具有

Poisson分布的随机现象在现实世界中是比较普遍

的.例如电话交换台收到的电话呼唤次数; 一页书

中的印刷错误; 一段时间内的交通事故数等稀疏现

象都可以用 Poisson分布来描述.应用中讨论 Pois

son分布未知参数的置信区间时, 一般是用大样本

理论构造未知参数的近似置信区间.但是当样本不

是很大时,用这样的方法构造出来的置信区间就不

是很理想,因此有一定的局限性.

文献 [ 1]介绍了用假设检验法构造参数的置信

区间,文献[ 2, 3]介绍了用枢轴量法构造置信区间.

本文用文献[ 1]中介绍的假设检验方法构造了 Pois

son分布中未知参数 的精确置信区间,并且根据文

献[ 4]中介绍的数学方法表示出了上下限表达式,克

服了样本多少的局限性,为实际应用提供了理论依

据.类似的研究见文献[ 5, 6] .

定理 1 设 x 1, x 2, , x n 是独立且服从参数

为 (  (0, ! ) ) 的 Poissson分布的随机变量, s =

∀
n

i = 1

x i , 则

( i) ( s, ) 是 的置信水平为1- 的置信下

限,其中 ( s, ) =

0, s = 0,

1
2 n

 2
2s( ) , s # 1.

 
2
m( ) 表示自由度为 m 的  

2
- 分布的 分位点;

( ii) ( s , )是 的置信水平为1- 的置信上

限,其中 ( s, ) =
1
2 n

 
2
2( s+ 1) (1 - ) , s # 1;

( iii) 当 1 + 2 = 时, ( ( s, 1) , ( s , 2) )

是 的置信水平为 1- 的置信区间.

证明 ( i) 为了得到参数 的精确置信下限,

考虑假设 H : ∃ 0, ( > 0) 的水平为 的检验

!k(
0
, ) ( x ) =

1, s # k ,

0, s < k ,

其中 s = ∀
n

i= 0

x i , k = k ( 0, ) .这里 k( 0, ) 是使

得∀
r # k

( n )
r

r !
e
- n

∃ 的最小非负整数, s服从参数

为 n 的 Poisson分布.

记 c( x ) = { : !k ( , ) = 0}= { : s < k( , ) } =

{ : s ∃ k ( , ) - 1} ,

则

p {  c( x ) } = p { !k ( , ) ( x ) = 0} =

1- p { !k( , ) ( x ) = 1} # 1- ,

即 c( x ) 是 的水平为 1 - 的置信区间.

为了求置信下限,我们需要证明下列几点:

( a) k ( , ) 是 的单调上升函数;

(b) lim
% -

0

k ( , ) = k ( 0, ) ;

( c) k ( , ) 作为 的函数在其间断点处跃迁

1,且 k ( , ) 是左连续的;

(d) k( 0, ) = 1; 当 % ! 时, k( , ) % ! ;

因为 k ( , ) 只取非负整数, 当( a) , ( b) 成立

时( c) , ( d) 也成立.

验证( a) 因为 p ( s < j ) = ∀
j- 1

i= 0

( n )
i

i !
e
- n
则

dp ( s < j )
d

=
d
d

e
- n

+ ∀
j- 1

i= 1

( n )
i

i !
e
- n

=
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即 p ( s < j ) 是 的非增函数,又因为 p ( s #
j ) = 1- p ( s < j ) ,所以 p ( s # j ) 是 的非降函

数,并且对于固定的 , p ( s # j ) 是 j 的非增函数.

因此,若 1 < 2时有 k ( 1, ) > k( 2, ) ,即

k ( 1, ) - 1 # k ( 2, ) , 那么

# p
2
{ s # k ( 2, ) } #

p
2
{ s # k ( 1, ) - 1} #

p
1
{ s # k ( 1, ) - 1} > ,

这是矛盾的. 所以当 1 < 2 时, 有 k ( 1, ) <

k ( 2, ) 即 k ( , ) 是 的单调增加函数.

验证( b) 若 0 是 k( , ) 的连续点, (b) 显

然成立. 若 0 是 k( , ) 的间断点时, 记 j =

lim
% -

0

k ( , ) . 则由( a) 知 j ∃ k ( 0, ) , 且 p
0
( s #

j ) ∃ ,  < 0.另一方面由 k ( 0, ) 的意义可

知: j # k ( 0, ) ,所以 j = k ( 0, ) .即( b) 成立.

因此,定义 ( s ) = inf{ : k ( , ) = s + 1} 则

c( x ) = { : k ( , ) = s + 1} =

[ ( s ) , + ! ) , s > 0,

[ 0, + ! ) , s = 0.

由前述知, c( x ) 为 的水平为1- 的置信区

间. 当 s > 0时有 k ( ( s ) ) = s,当 s = 0时 ( s ) =

0,因此 ( s ) 为 的水平为 1 - 的置信下限.

当 s > 0 时, 由 ( s ) 的意义可知: 存在点列

{ i } ,使得 i % ( s ) , i % ! ,且 k ( i , ) = s + 1,

故由 k ( i , ) 的意义知: ∀
r #s

( n i )
r

r !
e
- n

i # 令i %

! 得

∀
r #s

( n ( s) )
r

r !
e
- n ( s)

# , (1)

而由 k ( ( s) , ) = s 知

∀
r #s

( n ( s) )
r

r !
e
- n ( s)

∃ , (2)

由(1) , (2) 知

∀
r #s

( n ( s) )
r

r !
e
- n ( s)

= . (3)

又因为

∀
s- 1

r = 0

( n ( s) )
r

r !
e
- n ( s)

+

∀
r #s

( n ( s ) )
r

r !
e
- n ( s)

= 1,

所以(3) 式可变为

∀
s- 1

r = 0

( n ( s ) )
r

r !
e
- n ( s)

= 1- . ( 4)

即, 参数 的精确下限 ( s ) 为关于 的方程

∀
s- 1

r = 0

( n )
r

r !
e
- n

= 1- ( 5)

的解, 由验证( a) : P( T < s ) = ∀
r # s

( n )
r

r !
e
- n
是关

于 的单调函数,所以(5) 的解是唯一的.

( ii) 为了得到参数 的精确置信上限考虑假

设H : # 0, ( > 0) 的水平为 的检验

!j (
0
, ) ( x ) =

1, s ∃ j ,

0, s > j ,

其中 s = ∀
n

i= 0

x i , j = j ( 0, ) . 这里 j ( 0, ) 是使

得∀
j

r = 0

( n )
r

r !
e
- n

∃ 的最大非负整数, s服从参数

为 n 的 Poisson分布.记

D( x ) = { : !j ( , ) = 0} = { : s > j ( , ) } =

{ : s # j ( , ) - 1} , ( 6)

则 p {  D ( x ) } = p { !j ( , ) ( x ) = 0} = 1 -

p { !j ( , ) ( x ) = 1} # 1- 即D ( x ) 是 的水平为

1- 的置信区间.

为了求置信上限,我们需要证明下列几点:

( e) j ( , ) 是 的单调上升函数;

( f) lim
% +

0

j ( , ) = j ( 0, ) ;

( g) j ( , ) 作为 的函数在其间断点处跃迁

1,且 k ( , ) 是右连续的;

(h) k (0, ) = - 1; 当 % ! 时, k ( , ) %
! ; 因为 j ( , ) 只取非负整数, 当( e) , ( f) 成立时

( g) , ( h) 也成立.验证的方法与( i) 相同.令

( s ) = sup{ : j ( , ) = s - 1} ,

则由此及(6) 知

D ( x ) = { : j ( , ) ∃ s - 1} =

[ 0, ( s ) ) , 0 < s < ! ,

[ 0, + ! ) , s = 0,

由前述知, D ( x ) 为 的水平为 1- 的置信上限.

当 s #0时,有 j ( ( s) ) = s, 因此 ( s) 为 的

置信上限.

当 s > 0时,由 ( s) 的意义知存在点列{ i } 使

得 i % ( s ) , i % ! ,且由 j ( i , ) 的意义知

∀
s

r = 0

( n i )
r

r !
e
- n

i # ,
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令 i % ! 有 i % ( s ) 即

∀
s

r = 0

( n ( s) )
r

r !
e
- n ( s)

# , (7)

而由 j ( ( s ) , ) = s 知

∀
s

r = 0

( n ( s) )
r

r !
e
- n ( s)

∃ , (8)

由(7) , (8) 知

∀
s

r = 0

( n ( s) )
r

r !
e
- n ( s)

= 即参数 的精确上限

是关于 的方程

∀
s

r = 0

( n )
r

r !
e
- n

= (9)

的解.并由( a) 的证明知∀
s

r = 0

( n )
r

r !
e
- n
是关于 的

单调函数所以( 9) 的解是唯一的.

由数学关系易知

∀
s

r = 0

( n )
r

r !
e
- n

=

&
+ !

n
s+ 1

∀( s + 1)
u

se
- nu

du =

&
+ !

2n

v
se

- v
2

∀( s + 1) ∋ 2 s+ 1dv , (10)

s = 1, 2, 则方程(5) 可表示为

&
2n

0

1

∀( s)2
sv

s- 1
e
- v
2 d v = . (11)

方程(9) 可表示为

&
2n

0

1

∀( s + 1) 2s+ 1 v
se

- v
2 dv = 1- . (12)

记  2( n) 的分布函数为 F ( x ) = &
x

0
t
n
2
- 1
e
- t
2 dt,得到

未知参数 的置信水平为 1 - 的置信下限为

( s) =
1
2n

 2 (2s) ,上限为 !( s ) =
1
2

 21- (2s + 2) .

( iii) 由( i) 知, 方程 ∀
s- 1

r= 0

( n )
r

r !
e
- n

= 1 - 1 关

于 的解是置信水平为 1- 1的置信下限 ,由( ii)

知, 方程 ∀
s

r = 0

( n )
r

r !
e
- n

= 2 关于 的解是置信水

平为 1 - 2 的置信上限, 则

P {  [ ( s) , ( s ) ] } =

P { ( s ) ∃ ∃ ! ,且 0 ∃ ∃ ( s) } =

P { ( s ) ∃ ∃ ! } + P {0 ∃ ∃ ( s) } -

P { ( s ) ∃ ∃ ! ,或 0 ∃ ∃ ( s) } #

(1 - 1) + (1 - 2) - 1 = 1- .

由此得到了未知参数的精确的置信区间

[ ( s) , ( s ) ] =
1
2n

 2
1
(2s ) , 1

2n
 21-

2
(2s + 2) ,

1 + 2 = .
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Exact confidence interval of unknown parameter in Poisson distr ibution
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Abstract: The conf idence low er bound, upper bound, and accurate conf idence interval of unknown parame

ter in Poisson dist ribut ion are obtained by employing the method of hypothesis test ing. It also prov ided theo

retical basis for pract ical applicat ion.
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