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摘要: 基于 Bayes_ball算法, 来判定多 Agents 影响图中任意 2 个决策节点是否 S- 可达, 给出了构造策略相

关图的完整算法. 最后给出了算法正确性的证明.
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� � 多 Agents影响图( MAIDs)是贝叶斯网[ 1]和影

响图[ 2]的扩展, 它是对博弈[ 3]进行建模的有力工

具.利用多 Agents影响图图形结构中蕴含的变量

间的独立关系, 我们可以将一个博弈分解为几个子

博弈,而这种分解对于博弈均衡的求解是很有帮助

的. Koller[ 4]提出用策略相关图来反映决策变量间

的独立关系,并给出了利用 MAIDs 的图形结构来

判定决策是否独立的图形化准则: S- 可达. 但是

文中没有给出在 MAIDs中, 决策节点间 S- 可达

的判定方法.

Shachter[ 5]给出了一个判定贝叶斯网中节点

间是否 d- 分离的有效方法: Bayes- ball算法.本

文将 Shachter 的方法用于 MAIDs中决策结点间 S

- 可达的判定, 证明 Bayes- ball算法对于 S- 可达

的判定是正确的. 基于此判定方法, 我们讨论决策

节点间的 S- 可达性, 最终构造出 MAIDs策略相

关图.

1 � 基本概念

1. 1 � 贝叶斯网与条件独立 � 为了讨论 S- 可达,

我们给出贝叶斯网中路径激活的概念. 在此之前,

我们先介绍条件独立和贝叶斯网.

定义 1 � 设 P 是随机变量集上的联合概率分

布, X , Y , Z 是 3个不相交的随机变量子集. 在 P

中, 给定 Z 时, X 条件独立于 Y, 记作 P |=

I (X ; Y | Z ) , 当且仅当任意 z � dom( Z) , p ( z )

> 0,对于任意 x � dom ( X ) , y � dom( Y) , 我们

有: p ( x | y , z ) = P ( x | z ) .

利用随机变量间的条件独立关系,我们可以将

一个联合概率分布分解为一系列的条件概率的乘

积, P (X 1,  , X n ) = !
n

i= 1

P (X i | Pa( X i ) ) .这样我

们可以用图形的方式来表示联合概率分布.设每一

个随机变量X i 对应于图中的一个节点, Pa(X i ) 中

的每一个节点有指向 X i 箭头, X i 有一张条件概率

表,来反映 Pa(X i ) 对 X i 的概率影响.所得的这个

图就是贝叶斯网.

定义 2 � 一个贝叶斯网可以用三元组 G =

(N , E , P ) . N 是节点集, ( N , E ) 是一个有向无环

图, N = {X 1, X 2,  , X n } ,每一个节点代表一个变

量, E 是一组有向边的集合, E = {∀X i , X j#| X i ∃

X j % X i , X j � N } , P 是一组条件概率的集合,

P = P ( X i | Pa( X i ) ) ,其中P ( X i | Pa( X i ) ) 表示

X i 的父亲们Pa( X i ) 对 X i 的影响.

我们可通过分析贝叶斯网中节点间的路径, 来

获得节点对应的随机变量间的条件独立关系.

定义3 � 设 G 是贝叶斯网, X 1 & X 2 &  & X n

是 G 中的无向(不考虑边的方向) 路径. 令 E 是G

中的节点子集.路径X 1 & X 2 &  & X n在给定条件

信息 E 情况下是一条激活路径, 仅当:

(1) 路径中如果出现 X i- 1 ∋ X i ( X i+ 1,则 X i

或 X i 的一个后代出现在E 中.
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(2) 路径中没有其他节点出现在 E 中.

在贝叶斯网中, 在给定条件信息 E 的情况下,

X 与Y 之间的所有路径被阻塞,我们称 X 与 Y 是d

- 分离的.对于 d - 分离与随机变量间的条件独立

关系,我们有下面的定理.

定理 1
[ 3] � 设 B = ( G , P ) 是贝叶斯网,其中

G 是贝叶斯网图形结构, P是贝叶斯网表示的联合

概率分布. X , Y 是G 中的节点集, E 是条件信息节

点集,且X , Y � E .如果给定 E情况下, X 与 Yd-

分离,则 P |= I (X ; Y | E ) .

1. 2 � 多 Agents影响图 � Koller
[ 1]
定义了多 Agents

影响图.它包括 3 种类型的节点: 圆形节点表示随

机变量;方形节点表示 Agent的决策; 菱形节点表

示效用函数. 3种不同含义的边: 指向圆形节点的

边表示概率影响;指向方形节点边的箭尾所连接的

节点, 表示 Agent 在决策时知道这些节点的值(决

策的条件信息) ; 指向菱形节点的有向边的箭尾连

接着效用函数的变元.在 MAIDs中,每一个决策节

点属于指定的 Agent. 效用节点也指明了所属关

系.图 1给出了一个含 2个 Agents的 MAIDs: D 1,

D 3和 U2 是 Agent1 的决策和效用节点; D2 和

U1, U3是 Agent2的决策和效用节点; C 1, C2 是随

机变量.

图 1 � MAIDs的例子

F ig. 1 An example of MAIDs

Agent的每一个决策结点 D i 对应着一个决策

函数�D
i
. �D

i
是决策信息到策略空间概率分布的一

个映射 �D
i
: ( Pa( D i ) ) �P( D i ) . Pa( D i ) 是图中 D i

的父亲节点, 表示 Agent 在决策时获得的信息.

P ( Di ) 是在相应决策信息下 Agent 作出的一个随

机策略.MAIDs中的所有决策节点策略函数确定

下来后,我们就得到 MAIDs的一个策略剖面,记为

 .获得  后,MAIDs就退化为一张贝叶斯网.

在多 Agent 决策环境下, Agent策略的效用不

仅取决于自身的策略选择,有时还取决于其他 A�
gent的策略选择.即各个 Agent的决策之间存在相

关性.如在图 1所示的多 Agents影响图中, Agent1

决定是否下毒时,必须估计 Agent2 在见到树生病

后是否会请医生.研究这样环境下 Agent的最优决

策, 就必须讨论各个 Agent决策间的相关性.

1. 3 � 策略相关 � 下面我们给出决策结点策略相关

的定义:

定义 4
[ 1] � DB 是 MAIDs中决策节点, �D

B
是

DB 的决策规则. �D
B
在策略剖面  下是效用最优

的. DB独立于DA ,当 �D
B
在任意策略剖面 )下也是

最优的,  与  )在DA 上的决策规则不同.

对于在 MAIDs中, 什么样的决策节点是策略

相关的呢?文献[ 1] 中给出了策略相关图形判定准

则: S - 可达的定义:

定义 5
[ 1] � 在 MAIDs中,节点 DBS - 可达节

点 DA ,如果存在效用节点 u � UD
A
,给节点 DB 添

加一个父亲节点 D̂B, 在给定时 Pa( DA ) Y{ DA } ,

D̂B 到u 有一条激活路径.

我们可以把所有决策节点间的 S- 可达关系

表示为一个有向图,这个图就是策略相关图.

2 � 构造相关图的算法

2. 1 � Bayes- ball算法[ 3] � Bayes- ball算法是判

定贝叶斯网中节点间是否 d- 分离的有效方法. 其

基本思想是: 对于条件概率 P ( J | K ) ,我们要求出

给定条件信息 K 的情况下,在贝叶斯网中, 与 Jd

- 分离的节点集. 则方法如下: 对于  X i � J , 总

是假定 X i从其孩子处接到Bayes- ball,然后 X i 根

据与其相连的边的方向及相连节点的类型,将球向

网中其他节点发送 (见图 2, 虚线箭头表示球滚动

方向) ,并作相应标记. (实线箭头表示贝叶斯网有

向边,空心圆表示随机节点, 实心圆表示条件信息

节点,虚线表示 Bayes- ball来自的方向及到节点

后的传播方向. 如: 右上图表示 Bayes- ball从孩子

∗滚向+父亲, 若父亲是随机节点, 则它接到 Bayes-

ball后,将把球传向其所有的孩子节点(标记∗ bot�
tom+)和父亲节点(标记∗ top+) , 同时标记∗ visited+) .

算法运行结束后, 没有被标记∗ bottom+的节点集就
是给定条件信息情况下,与 d- 分离的节点集.
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图 2 � Bayes- ball的弹回和通过

Fig . 2 The bayes- ball bounces back and passes

利用 Bayes- ball算法, 我们可得到在给定条

件信息情况下,与指定节点(集)间存在激活路径

(即不 d- 分离)的节点集.

2.2 � 构造策略相关图的算法 � 我们下面给出构造

MAIDs的策略相关图算法的思想:根据前面的所述,

当所有MAIDs中的决策节点的决策规则确定下来

后, MAIDs可看作是一张贝叶斯网.在这张贝叶斯网

中,对于一个决策节点 D i ,我们为网中  Dj ( j ∃ i )

添加父亲节点 D̂ j .给定一个条件概率 P ( J | K )(其

中J 是与决策节点Di相关的效用节点集; K = Di ,
Pa( Di ) ) 运行 Bayes - ball算法后,添加的父亲节点

被标记∗ bottom+的决策节点,就是 S - 可达 D i的决

策节点. 对所有 MAIDs中的决策节点完成上述过

程,我们就可以得到策略相关图.

构造 MAIDs的策略相关图算法 Construct -

Srgraph:

输入:多Agent影响图 M = ∀A , X , !, ∀ ,

E#. A 是Agent集, X 是随机节点集, !是所有决策

节点集, ∀ 是效用节点集, E 是有向边集.

输出: M 的策略相关图.

过程: 当决策节点序列 ( D1, D 2,  , Dm ) ,

(  D i � !) 不空时做:

(1) 对序列中一个 D i � !:

− UD
i
(设 D i是 Agent a 的一个决策节点, 设

Ua 是与Agent a 相关的效用节点集,则: UD
i
是从

Di 出发, 顺有向边可∗有向到达+ Ua 的效用节点

集) . . 确定{ Di , Pa( D i ) } ( Pa( D i ) 是 M 中D i 的

父亲节点集) .

(2) 对 M 中任意  Dj � !( j ∃ i ) ,添加父亲

节点 D̂ j 指向D j ,得到 M̂ i .

(3) Bayes - ball( UD
i
, Di , Pa(D i ) , M̂ i ) .

(4) 遍历  D̂ k � M̂ i ( j ∃ i ) .

(5) if 被 Bayes- ball标记∗ bot tom+then

D j ∋ D i (表示 D i 策略依赖于Dj ) .

下面, 我们将在图 1 所示的影响图上运行

Construct- Srgraph算法, 构造该影响图的策略相

关图:

方格的菱形节点表示与当前决策节点相关的

效用节点;斜线的圆形节点表示当前决策节点及条

件信息节点; 花纹的圆形节点是我们为 MAIDs中

其他决策节点添加的父亲节点.

图 3� 在MAIDs中运行 Construct- SRgraph算法

Fig. 3 Running Construct- SRgraph algor ithm on MAIDs
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2. 3 � 算法正确性证明 � 证明 Bayes- ball算法对

S- 可达的判定是正确的, 这是算法正确性证明的

关键.在 M̂ i 中,  D̂ j � M̂ i ( j ∃ i ) .

图 4 � 算法正确性证明
F ig. 4 The provement of algorithm/ s soundness

定理 2 � (充分性) � 若 D̂ j 在给定条件信息D i

, Pa( D i ) 情况下,从  u � UD
i
出发, 运行 Bayes

- ball 算法后, 被标记∗ bottom+, 则: 路径 D̂ j ∋
D j & X 1 & X 2 & . . . & X k & u � UD

i
是激活的.

证明 � 运行Bayes- ball算法后,节点 D̂ j 如果

被标记∗ bot tom+,则到达 D̂ j 的路径只可能为图4所

示情况: D̂j 是我们为D j 添加的父亲节点. D j 要么

是空白节点,要么属于斜线圆节点. 而从其他节点

到达 Dj 的路径只可能有 3种情况, 我们可以递归

地构造这样的路径直至到达 u � UD
i
.分析到达 u

� UD
i
的路径,可以看到:路径中如果出现 X i- 1 ∋

X i ( X i+ 1,要么 X i或X i 的一个后代出现在E 中;

要么路径中没有其他节点出现在 E 中. 所以

D̂ j & D j & X 1 & X 2 &  & X k & u � UD
i
是激活的.

证毕.

定理 3 � (必要性)  D̂ j 在给定 D i , Pa( Di )

时, 路径 D̂j ∋ Dj & X 1 & X 2 &  & X k & u � UD
i

激活, 则: 运行 Bayes - ball 算法后, D̂ j 被标记

∗ bottom+.

� � 证明 � 路径 D̂ j ∋ D j & X 1 & X 2 &  & X k & u
� UD

i
激活, 意味着: 此路径上任意片断,

X i- 1 & X i & X i+ 1,如果出现 V 结构路径: X i- 1 ∋ X i

( X i+ 1, 则 X i 或 X i 的一个后代出现在 D i ,
Pa( D i ) 中,此外路径中没有其他节点出现在 D i ,

Pa( D i ) 中. 根据Bayes- ball算法,从 u � UD
i
出发

的 Bayes ball总是可以到达 D̂ j 的,所以 D̂ j 将被算

法标记∗ bottom+.证毕.

3 � 结束语

多 Agent影响图的策略相关图反映了博弈中

决策变量间的独立关系. Bayes- ball算法是判定贝

叶斯网中节点间条件独立的有效方法. 本文基于

Bayes- ball方法给出了构造多 Agent 影响图的策

略相关图的完整算法. 证明了 Bayes- ball算法对

于 S- 可达的判定是正确的.得到了策略相关图,

我们下一步将分析相关图中反映的决策变量间的

独立关系,利用独立关系进一步优化博弈均衡求解

算法.
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Construct strategic relevance graph of multi�agent influence diagram

LI Jin, LIU Wei�y i
( Department of Computer Science, Yunnan University, Kunming 650091, China)

Abstract: S�reachability betw een tw o decision nodes in MAIDs is determineal based on the Bayes�ball al�
govithm. A complete algorithm for constructing the strategic relevance g raph of MAIDs is presented. Finally

soundness of the algorithm is proved.
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