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Hilbert空间中函数和的次微分规则及应用
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摘要 :给出了 Hilbert空间中非光滑函数和次微分的“局部”和规则 ,讨论了这个和规则的应用.利用“局部

和规则”,讨论并得到了一类较广的复合优化问题的最优必要条件.
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　　非光滑函数和的次微分规则 ,简称“和规则”,

始终是非光滑优化理论研究的一个主要论题.由和

规则往往可以导出优化问题的必要条件 (参见文献

[1 ,2 ,7 ,11 ]) .文献 [ 1 ]给出了 2 个非光滑函数的

“和规则”.那么 , Hilbert 空间中多个函数的“和规

则”又怎样呢 ? 受文献[ 2 ]和[ 7 ]中的“和规则”的启

发 ,我们给出了 Hilbert 空间中多个函数和的次微

分规则 ,即“局部和规则”.这个和规则放宽了文献

[1 ]的“和规则”中对函数的限制条件 ,并将 2 个函

数和的次微分规则推广到多个函数和的情形.最后

讨论了这个“和规则”的应用.利用“局部和规则”,

我们研究了一类复合优化问题 ,并得出了该问题的

最优必要条件 ,该复合问题还放宽了文献 [ 5 ]中对

目标函数的约束条件.

1　预备知识

在本文中 , 若无特别指明 , 总假定 X 是实

Hibert空间.设 S 是 X的非空闭子集 , u | S ,如果

ϖ x ∈S ,使 x到 u的距离最小 ,那么 x叫做点 u到

集 S 的最近点.向量 u - x叫做集 S 在点 x的近似

法向量.令ζ = t ( u - x) , t ≥0 ,所有这样的向量

ζ的集合叫做集 S 在点 x 的近似法锥 , 记为

N p
S ( x ) . 对函数 f : X → �R = R ∪ { + ∞} , 用

epi ( f ) 表示 f 的上图.

定义 1　设 f : X → �R 是下半连续函数 , x ∈

dom f = { x ∈ X : f ( x ) < + ∞} .ζ∈ X 叫做 f 在

x 的近似次梯度 , 如果 (ζ, - 1) ∈ N p
epi ( f ) ( x ,

f ( x ) ) .所有这样ζ的的集合叫做 f 在 x 的近似次

微分 ,记做 5 pf ( x ) ,即

5 pf ( x ) = {ζ ∈ X : (ζ, - 1) ∈ N p
epi ( f ) ( x ,

f ( x ) ) } .

在下面的讨论中 ,我们要用到 5 pf ( x ) 的下列

性质 (其证明见[1 ]) .

(1) 如果 x ∈S ,那么5 p IS ( x ) = N p
S ( x ) .其中

N p
S ( x ) 是 S在 x处的近似法锥 ; IS ( x ) 是集 S < X

的指示函数 ,即当 x ∈S 时 , IS ( x ) = 0 ;当 x | S

时 , IS ( x ) = + ∞.

(2) 记 F( X) = { f : X →R下半连续} ,对 f ∈

F( X ) ,如果 f在点 x ∈X处取局部最小值 ,那么

0 ∈5 pf ( x ) .

(3) 设 f ∈ F( X) , x ∈dom f ,那么

ζ ∈5 pf ( x ) Ζ ϖδ,η > 0 , f ( y) ≥ f ( x ) +

〈ζ, y - x〉- δ‖y - x ‖2 , Π y ∈B ( x ,η) .

其中 B ( x ,η) = { y ∈ X :‖y - x ‖≤η} .

(4)“和规则”: 设 f 1 , f 2 : X → �R 是弱下半连
续函数 , x ∈ dom f 1 ∩ dom f 2 且ζ ∈ 5 p ( f 1 +

f 2 ) ( x 0 ) . 那么 Πε > 0 , ϖ x i ∈B ( x 0 ,ε) ,

| f i ( x 0) - f i ( x i) | <ε, i = 1 ,2 ,有

ζ∈5 pf 1 ( x 1) + 5 pf 2 ( x 2) +εB X .

其中 B X 是 X 的闭单位球 ,而 f 在点 x 处弱下半连
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续是指 :点列{ x i} 弱收敛于 x时 ,有lim
t→∞

inf f ( x i) ≥

f ( x ) .

(5)“链规则”:设 X , Y 是 Hilbert 空间 , g ∈

F( Y) , F : X → Y是线性局部Lipschitzs函数 , g是

弱下半连续函数 , 令 f ( x ) : = g ( F( x) ) ,ζ ∈

5 pf ( x 0) .那么 Πε > 0 , ϖ x′∈ x 0 +εB X , y′∈

F( x 0) +εB Y ,γ ∈5 pg ( y′) ,满足

‖F( x′) - F ( x 0) ‖〈ε且ζ ∈ 5 p{ < γ,

F ( . )〉} ( x′) +εB X .

定义 2　设 E < X 是一个闭子集 ,函数 f 1 ,

f 2 , ⋯, f N是 E上的下半连续函数 ,称 f 1 , f 2 , ⋯, f N

在 E上是一致下半连续的 ,如果

inf
x ∈E 6

N

n = 1
f n ( x ) ≤ lim

ε→0
inf{ 6

N

i = 1
f n ( x n) :‖x n -

x m ‖≤ε, x n , x m ∈ E ; n , m = 1 ,2 , ⋯, N } .

称 f 1 , f 2 , ⋯, f N 是局部一致下半连续的 ,如果 Π x

∈∩N
n = 1dom f n , f 1 , f 2 , ⋯, f N 在以点 x 为心的一个

闭球上是一致下半连续的.

由定义 2直接可得 :

(6) [2 ]如果 f 1 , f 2 , ⋯, f N 在 X 上是下半连续

的 , E为 X 的闭子集 ,那么下述条件是 f 1 , f 2 , ⋯,

f N 在 E中一致下半连续的充分条件 :

1) 函数 f 1 , f 2 , ⋯, f N中 ,除一个以外其余 N - 1

个函数在 E中一致下半连续 ;

2) X 是有限维空间 ,并且 E是有界集 ;

3) 函数 f 1 , f 2 , ⋯, f N 中至少有一个有紧的水

平集.

2　次微分的“局部和规则”

文献[1 ]中给出了 2个函数和的次微分规则 ,

为了应用的方便 ,本节给出 N ( N ≥2) 个函数和次

微分的“局部和规则”,其中每个函数下半连续.为

了叙述方便 ,我们先给出一个引理 ,它的证明只需

运用变分原理 (见文献[6 ]) 并仿照文献[2 ]中定理

219的证明即可完成.

引理 1　设 f 1 , f 2 , ⋯, f N 是定义在 X 上的下

半连续函数 ,且是局部一致下半连续的 ,又 6
N

n = 1
f n

在 x ∈ X 处取局部最小值 ,那么 ,

Πε> 0 , ϖ x n ∈ x +εB ,ζn ∈5 pf n ( x n) , n =

1 ,2 , ⋯, N ,满足 | f n ( x n) - f n ( x ) | <ε,

‖ζn‖diam{ x 1 , x 2 , ⋯, x N } ) < ε, 且使得

‖6
N

n = 1

ζn ‖ <ε.

定理 1　(局部和规则) 设 f 1 , f 2 , ⋯, f N 是定

义在 X 上的下半连续函数 , x ∈∩
N

n = 1
dom ( f n) ,那么 ,

对 Πζ∈5 p ( 6
N

n = 1
f n) ( x ) ,ε> 0 ,以及 0点的任意弱

邻域 V , ϖ x n ∈ x +εB ,ζn ∈5 pf n ( x n) , n = 1 ,2 ,

⋯, N , 满足

| f n ( x n) - f n ( x ) | <ε, ‖ζn‖diam ({ x 1 , x 2 ,

⋯, x N } ) <ε, n = 1 ,2 , ⋯, N , 且使得

ζ∈ 6
N

n = 1

ζn + V .

证明 　令ε> 0 , V 是 X中 0点的弱邻域 , L是

X 中包含点 x 的有限维子空间 , 并取 r > 0满足 :

L ⊥+ 3 rB X < V , Πζ∈5 p ( 6
N

n = 1

f n) ( x ) ,那么由第

1节中的 (3) , ϖδ,η > 0满足 :

( 6
N

n = 1
f n) ( y) ≥ ( 6

N

n = 1
f n) ( x ) +〈ζ, y - x〉-

δ‖y - x ‖2 , Π y ∈B ( x ,η) .

从而 y →( 6
N

n = 1
f n ) ( y ) -〈ζ, y - x〉+δ‖y - x ‖2 +

IL ( y) 在 B ( x ,η) 中的点 x处取局部最小值.而由

1中的 (6) 可知 ,

y →( f 1 ( y) , f 2 ( y) , ⋯, f N ( y) , -〈ζ, y - x〉,

δ‖y - x ‖2 , IL ( y) )

是一致下半连续的 ,故满足引理的条件 ,从而由

引理可知 , ϖ x n ∈x +εB ,ζn ∈5 p f ( x n ) ,ζN +1 =

- ζ,ζN +2 ∈2δ5 p‖xN +2 - x ‖,ζN +3 ∈5 pIL ( xN +3) ,

满足 :

| f n ( x n) - f n ( x ) | <ε,

‖ζn ‖diam ({ x 1 , x 2 , ⋯, x N } ) ≤

‖ζn ‖diam ({ x 1 , x 2 , ⋯, x N +3} ) <ε, n = 1 ,

2 , ⋯, N ,

| IL ( x N +3) - IL ( x ) | <ε, x N +3 ∈L ,

有 6
N

n = 1

ζn - ζ+ζN +2 +ζN +3 ∈ rB X ,

而 5 PIL ( x N +2) = L ⊥,

ζN +2 ∈2δ5 p ‖x N +2 - x ‖ < 2 rB X1

所以 ,

ζ∈ 6
N

n = 1

ζn + v .证毕.

注 : 1) 在一定条件下 , Hilbert空间中的近似次
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可微与 Lipschitz 光滑具有等价性 (参见文献 [3 ,

4 ]) ,“和规则”与中值定理等价 (参见文献[7 ,8 ]) .

2) 该“和规则”的局部性表现在“x n ∈ x +

εB”,定理中 f 1 , f 2 , ⋯, f N 只需下半连续即可 ,这

放宽了第 1节的 (4) 中对函数的限制条件.

3 　“局部和规则”的应用

本节主要讨论局部和规则的应用.考虑复合优

化问题

( M P) 　min f 0 ( F0 ( x ) ) ,

f i ( Fi ( x ) ) ≤0 , i = 1 , ⋯, N ,

x ∈ C.

其中 f 0 : Y →�R是弱下半连续函数 , F0 : X → Y是

线性局部 Lipschitz函数 , f i : Y → �R 是下半连续函
数 , Fi : X → Y 是连续函数 , X , Y 均是 Hilbert 空

间 , C < X 是一个闭子集.

定理 2　设 �x 是复合问题 (MP) 的最优解 ,那

么对 Πε > 0 以及 0 点的任何弱邻域 V , ϖ x i ∈

B ( �x ,ε) , i = 0 ,1 , ⋯, N + 1 , y′∈ F0 ( �x ) +εBγ以

及γ∈5 pf 0 ( y′) ,满足 ‖F0 ( �x ) - F0 ( x 0) ‖ <ε,

| IS
i
( x i) - IS

i
( �x ) | <ε, i = 1 ,2 , ⋯, N + 1 ,且有

0 ∈5 p{〈γ, F ( . )〉} ( x 0) + 6
N

i = 1

ζi + N P
C ( �x ) + V ,

其中 S i = { x : f i ( Fi ( x ) ) ≤0} , i = 1 ,2 , ⋯, N ,

S N +1 = C1

证 明 　 作 函 数 g : X → �R , g ( x) =

f 0 ( F0 ( x ) ) + 6
N

i = 1
IS

i
( x ) + IC ( x ) , 那么 g ( x) 是一

个下半连续函数.因为 �x 是 (MP) 的解 ,所以 0 ∈

5 pg ( �x ) .对 Πε> 0以及0点的任何弱邻域 V ,取 0

点的弱邻域 V 1 ,使 V 1 +εB X < V .

现在先来求 5 pf 0 ( F0 ( �x ) ) . 因为 f 0 是弱下半

连续函数 , F0 是线性局部 Lipschitz 的 , 设ζ0 ∈

5 pf 0 ( F0 ( �x ) ) ,则由链规则可知对上述的ε > 0 ,

ϖ x 0 ∈�x +εB X , y′∈F0 ( �x ) +εB Y ,γ∈5 pf 0 ( y’)

满足 ‖F0 ( x 0) - F0 ( �x ) ‖ < ε且ζ0 ∈5 p{〈γ,

F0 ( . )〉( x 0) +εB X1

然后求 5 p 6
n

i = 1
IS

i
( �x ) . 显然 IS

i
( x ) , i = 1 ,2 ,

⋯, N 是下半连续函数 , �x ∈∩
N

i = 1
dom IS

i
( x ) .设ζ∈

5 p ( 6
n

i = 1

IS
i
) ( �x ) ,由“局部和规则”,对上述的ε > 0

以及 0点的弱邻域 V 1 , ϖ x i ∈�x +εB X 满足

| IS
i
( �x ) - IS

i
( x i) | < ε,ζi ∈5 pIS

i
( x i) =

N p
S

i
( x i) , i = 1 ,2 , ⋯, N , ‖ζi ‖diam ({ x 1 , x 2 , ⋯,

x N } ) <ε,

且

ζ∈ 6
N

i = 1

ζi + V 1 ,显然 5 p IC ( �x ) = N P
C ( �x ) .

最后把和规则用于 g ( x) 上 ,则

Πε> 0 , ϖ x i ∈�x +εB X , i = 0 ,1 , ⋯, N + 1 ,

y′∈ F0 ( �x ) +εB Y ,γ ∈5 pf 0 ( y′) ,

使

‖F0 ( �x ) - F0 ( x 0) ‖ <ε, | IS
i
( �x ) -

IS
i
( x i) | <ε, i = 1 ,2 , ⋯, N + 1 ,且满足

0 ∈5 p{〈γ, F ( . )〉} ( x 0) + 6
N

i = 1

ζi + N p
C ( �x ) + V .

　　证毕.

注 : 该定理给出了一类复合优化问题 (MP) 的

最优必要条件 ,其中约束函数 f i ( i = 1 ,2 , ⋯, N )

为下半连续函数 , Fi 为连续函数 ,这放宽了文献

[5 ]中 f i为局部Lipschitz函数的约束条件 ,同时也

放宽了文献[9 ,10 ]中 Fi为 Lipschitz函数的假设.
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Subdifferential rule for sum of functions

in Hilbert space and applications

SHAO Yuan2fu , L I Cheng2lin
(Department of Mathematics , Yunnan University , Kunming 650091 , China)

Abstract : This paper gives the subdifferential“local”sum rule for the sum of nonsmooth functions in

Hilbert space and its application. With it , it gets the necessary optimality conditions for a kind of generalized

and composite optimization problem.

Key words :proximal subdifferential ; proximal normal cone ; sum rule ; composite optimization problem ;

necessary optimality conditions
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判定 H - 矩阵的一个迭代算法的修正 Ξ

李耀堂 , 张　讯
(云南大学 数学系 , 云南 昆明　650091)

摘要 : 随着 H - 矩阵在科学与工程计算中的广泛应用 ,如何判定一个给定矩阵是否为 H - 矩阵引起

了许多研究者的兴趣.本文对一个现有判定 H - 矩阵的迭代算法进行了修正 ,得到了一个新的迭代算法.

数值算例表明该算法是有效的.

关键词 : H - 矩阵 ;对角占优矩阵 ;迭代算法
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