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一类带交易费用的含参数 Black- Scholes模型
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摘要: 对 Black- Scholes 模型,讨论其在带有参数 �及存在交易费用情形下的推广, 得到了带有参数 �及

存在交易费用的衍生证券定价模型.
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� � 衍生证券估值的 Black- Scholes(简称 BS )模

型,无论在理论上还是在实践中都非重要, 并深刻

地影响着市场行为, 它是数理金融学研究的一个中

心论题.

众所周知, BS模型对市场作了一系列假设,为

了表达方便,以下简称 BS 假设: � 股票遵循 �,  

为常数的随机过程 (dS = �S dt +  S dB) ;  允
许使用全部所得买空衍生证券; ! 没有交易费用
和税收,所有证券都是高度可分的; ∀在衍生证券

的有效期内,没有对标的资产的红利支付; # 不存
在无风险套利机会; ∃证券交易是连续的; % 无
风险利率是常数且对所有到期日都相同(参见文献

[ 1~ 3] ) . 现在已有许多文献研究放宽其假设条件

的期权定价模型,如见文献[ 2]及所附参考文献.

在BS假设中, � 是一条过于理想化的假定.

事实上,在 F. Black 和 M . Scholes发表他们的期权

定价模型以前, 就有一些事实表明, 资产收益不服

从正态分布,这也就是说资产价格不遵循波动率为

常数的几何布朗运动. J. S. Cox 和 S. A. Ross在文

献[ 4]中就考虑了这个问题,并给出了方差的弹性

为常数的模型.

本文利用 J. C. Cox 和 S. A. Ross的资产价格

模型, 在允许资产回报是资产价格函数的情形下,

给出了带交易费用的含参数 Black- Scholes模型.

1 � 模型推导

设  ( S ) 为资产收益的标准差, 它是资产价格

S 的函数,假设  ( S ) 对价格 S 的弹性为常数 �, �

& [ 0, 1] 即

S d ( S )
 ( S )dS

= �,

由上式得  ( S ) = � S �
( �, � 为常数) . 考虑资产价

格遵循的随机过程

dS = �S dt + � S�dB , � � � & [ 0, 1] ( 1)

其中 B 为一维标准的布朗运动[ 5]
.用 !t 表示时间

增量,相应的布朗运动的增量为 !B .则 !t与 !B满

足关系式

!B = ∀ !t + o ( !t ) ( 2)

其中 ∀ 为标准正态分布, 当 !t ∋ 0 时 dB =

∀ dt , (1) 中的 �决定了资产价格的变动对资产

价格水平的敏感度.当 �= 1时, (1) 式即为 BS模

型的市场假设 � [ 1]
.

现将 BS 模型中对市场的假设条件 � 变为

(1) .其余假设不变,用 V ( S , t ) 表示衍生证券的价

格函数, 它是标的资产价格 S 和时间 t 的函数, 且

关于 S 有二阶连续偏导数,关于 t 有一阶偏导数,

则由泰勒展式有

!V = V ( S + !S , t + !t ) - V ( S , t ) =

� V
� t

!t +
� V
� S

!S +
1
2
!S 2 �2 V

� S
2 + o( !S 2

) ,

( 3)

由( 1) 和(2) 我们有

( !S )
2
= ( �S!t + � S�!B + o( !t ) ) 2 =

�2S 2 !t 2 + 2�� S�+ 1 !t!B +
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� 2S 2�!B2
+ o !t

3
2 =

�2S 2 !t 2+ 2�� S �+ 1 !t ( ∀ !t+ o( !t ) ) +

� 2S 2�
( ∀ !t + o ( !t ) )

2
+ o !t

3
2 =

� 2S 2�∀2 !t + o !t
3
2 . (4)

为方便起见,将 � 2S 2�∀o !t
3
2 记为 !t

3
2 .

将(4) 代入(3) , 并令 !t 趋于 0, 在期望意义

下,得

d V =
� V
� t

dt +
� V
� S

dS +
1
2
� 2S 2� �2 V

� S
2d t (5)

(5) 是相应于随机过程(1) 的 Ito公式.

将(1) 中的 dS 代入(5) 式, 得

d V = �S
� V
� S

+
� V
� t

+
1
2 � 

2
S
2��2 V

� S
2 d t +

 S�� V
� S

dB , (6)

其离散形式为

!V = �S
� V
�S +

� V
� t

+
1
2
� 2S 2� �2 V

� S
2 !t +

� S� � V
�S !B + o( !t ) , (7)

!S = �S !t + � S�!B + o ( !t ) . (8)

(7) 式中的 !B = ∀ !t + o( !t ) 代表风险过

程,选择适当的标的资产和衍生证券的组合就可以

消除该项.

恰当的证券组合是

- 1: 衍生证券;

� V
� S

: 股票.

该证券组合的持有者卖空一分衍生证券,买入

数量为� V
� S
的股票,定义组合的价值为( . 考虑带

交易费用的情形.

假设交易数量为 v 的资产, 对买卖双方来说,

交易费用与交易价值 S 成正比.

对于带有参数 �的情形,我们对Leland的市场

假设
[ 2]
作如下修改:

) 在每个微小的 !t 时刻,组合都被修正;

∗ 离散形式的随机过程为

!S = �S !t + � S�∀ !t ,

其中 ∀ 是标准正态分布;

+交易费用与交易的标的资产的价值成正
比.如果以价格 S 买( v > 0) 或卖( v < 0) v 份资

产,则交易费用为 k | v | S
�
,其中 k 为常数, k 的值

依不同投资者而定;

��� 组合的瞬时期望收益率等于短期无风险证

券收益率 r .

由组合价值的定义,有

( = - V +
� V
�S S , ( 9)

经过 !t 时间后, 组合的价值变化 !(为
!( = - !V +

� V
�S !S + kS

�
| v | . (10)

取 #= � V
�S ,在 t时刻,资产数量为: #= � V

� S
( S , t ) ,

经过 !t 时间后, 资产数量变为:
� V
� S

( S + !S , t +

!t ) ,则交易的资产数量为

v =
� V
� S

( S + !S , t + !t ) -
� V
�S ( S , t ) .

因为 !S 和 !t 都是很微小的,由泰勒展式有

� V
� S

( S + !S , t + !t ) =

� V
� S

( S , t ) + !S
�2 V
� S

2 ( S , t ) +

!t
�2 V
� S� t

( S , t ) + o( !t ) ,

又因为

!S = �S!t + � S�∀ !t + o( !t ) ,

所以有

v =
�2 V
� S

2 ( S , t ) !S + !t
�2 V
� S� t

( S , t ) + o( !t ) =

� S�∀ !t
�2 V
� S

2 ( S , t ) + �S!t
�2 V
� S

2 ( S , t ) +

!t
�2 V
� S� t

( S , t ) + o( !t ) .

下面分 2种情况讨论: 1, � 以价格 S 买进 v 份

资产,则 v > 0, | v | = v , 也就有

E[ kS
�
| v | ] = E [ kS

�
v ] =

kS
� �S!t

�2 V
� S

2 ( S , t ) +

!t
�2 V
�S � t

( S , t ) + o( !t ) .

(11)

将( 7) , ( 8) , ( 11) 代入(10) 得

E[ !( ] = -
� V
� t

-
1
2
� 2S 2��2 V

� S
2 +

kS
� �S

�2 V
� S

2 ( S , t ) +

�2 V
� S � t

( S , t ) !t + o ( !t ) .

(12)

因为(12)中不含风险项,经过 !t后,证券组合(必
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定无风险,固由无套利假设,该证券组合的瞬时收益

率一定与其他短期无风险证券收益率相同,于是有

E ( !() = r S
� V
� S

- V !t , (13)

其中 r 为无风险利率,由方程(12) , (13) 得

� V
� t

+
1
2
� 2S 2��2 V

� S
2 - kS

� �S
�2 V
� S

2 ( S, t ) +

�2 V
� S� t

( S , t ) + rS
� V
� S

- r V = 0. (14)

2, � 以价格 S 卖出 v 份资产,则 v < 0, | v |

= - v

E [ kS
�
| v | ] = E[- kS

�
v ] =

- kS
� �S !t

�2 V
�S 2 ( S , t ) +

!t
�2 V
� S� t

( S , t ) + o ( !t ) .

(15)

将(7) , (8) , (15) 代入( 10) 得

E [ !(] = -
� V
� t

-
1
2
� 2S2� �

2
V

� S
2 -

kS
� �S

�2 V
�S 2 ( S , t ) +

�2 V
� S� t

( S , t ) !t + o( !t ) .

(16)

因为( 16) 中不含风险项,经过 !t 后,证券组合(
必定无风险,固由无套利假设, 该证券组合的瞬时

收益率一定与其他短期无风险证券收益率相同,于

是有

E ( !() = r S
� V
� S

- V !t , (17)

由方程(16) , (17) 得

� V
� t

+
1
2
� 2S 2��2 V

� S
2 + kS

� �S �2 V
� S

2 ( S, t ) +

�2 V
�S � t

( S , t ) + rS
� V
� S

- rV = 0. (18)

方程(14), (18) 分别为2种情况下得出的期权定价模

型.

2 � 模型的一个特例

对于不存在交易费用的情形, 此 k = 0时, 则

方程(14) 和(18) 都变为

� V
� t

+ rS
� V
� S

+
1
2
� 2S 2��2 V

� S
2 - r V = 0.

(19)

方程( 19)与文献[ 5]中的结论相同.
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A generalization of Black Scholes model with
parameter and transaction costs

YANG Fu chun, NIE Cai ren, HE Qin hai
( Department of Mathematics, Yunnan University, Kunming 650091, China)

Abstract: T he Black Scholes model w as generalized.A derivat ive securit ies pricing model w ith parameter

and transact ion costs w as g iven.

Key words: Black Scholes model; security portfolio; t ransact ion costs; Leland model
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