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GF( 2m)上线性码的自同构群的进一步研究
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摘要: 对已有的一个置换属于线性码 C 的自同构群的若干行之有效的判别准则及计算方法作进一步研

究. 并在此基础上进行简化,提出了一种寻求一个线性码的自同构群的颇为有效的方法.
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我们知道线性码的自同构群在码的研究中,尤

其是在译码中是很有用的, 然而一般说来, 寻求一

个线性码的自同构群很困难. 在文献[ 1]中,我们使

用矩阵广义逆理论所给出的若干结论是颇为有效

的. 尽管如此, 由于在码论中, 一般计算量都非常

大,因此很有必要对我们的结论作进一步研究和简

化以减少计算工作量,有时这种减少的程度还相当

可观.

对 Sn ( n 次对称群) 及有限域 GF (2m
) 上

的 n 维向量 a = ( a1, a2,  , an) , a = ( a (1) ,

a ( 2) ,  , a ( n) ) .设 C 是一个[ n , k ] 线性码, C 的

自同构群用Aut C记之,即Aut C = { S n | C =

C } , AutC 是Sn 的子群.

在文献[ 1] 中,我们曾得出如下 2个定理:

定理 1
[ 1]

设 C 是[ n , k] 线性码, 行满秩阵

Mk! n 是C的生成阵,则对 S n, AutC 矩

阵方程 X M = MA ( X 可逆) 有解 M AM
( 1)

M =

MA ( M
(1) 是 M 的{ 1} - 逆) ,其中矩阵 A = aij =

( i, ( j ) ) , i, k =
1 i = k

0 i ∀ k
Kronecker 符号. 在有

解时, 只有唯一解 X 0 = MAM
(1)

(可逆) 核

N ( M ) 是 A 的不变子空间 MAH
T

= 0(其中 H

是 C 的校验阵, 且设 H 行满秩) . 此式将生成阵和

一致校验阵有趣地联系起来.

在定理 1的基础上又得出

定理 2
[ 1] 设 C 是 [ n, k ] 线性码, 令 G =

Aut C. A G 则  : A # M AM
( 1)

= K G L ( k ,

F ) (一般线性群) 是 G 到  ( G ) 的满同态射.

 ( G ) 是 GL ( k , f ) 的子群,且商群

G / Ker   ( G ) , 核 Ker  = { A G |

 ( A ) = MA M
(1)

= I K } .

若  是单射且  ( G ) = GL ( k , F ) 则 G

GL ( k , F ) .

由于Aut C Aut C
∃

( C的对偶码) ,所以若校

验阵 H ( n- k ) ! n 是行满秩的,则也可用 H 代替上面

的M 来进行讨论, 得出完全相同的结果.

注意 有时 M , H 不一定行满秩, 则可这样

处理:因存在可逆阵 E 使EM =
 M
0

,  M 行满秩,

所以可用  M 代替M 进行讨论. 又存在可逆阵 T 使

TH =
!H
0

, !H 行满秩,而 H x = 0 与 !Hx = 0同

解,因此可用 !H 代替H 来进行讨论. 故不失一般

性, 可设 M , H 行满秩.

有限域上矩阵的{1} - 逆的计算问题.

据文献[ 1] ,对有限域上的任何一个矩阵,它的

{1} - 逆是存在的[ 2]
, 实际上我们仍可仿照文献

[ 3] 的方法求取之:设 B 是一个秩为 r 的 k ! n阵,
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存在可逆阵 E 与置换阵P 使EB =
R

0
是Hermite

型的,又EBP =
I r Q

0 0
,于是P

I r

L
E是B的

{1} - 逆, L 是适当阶的任何矩阵,令 L = 0, 则它

是 B 的{1, 2} - 逆.

定理3 设 C是一个[ n, k] 线性码,而行满秩

阵 Mk! n 是C 的生成阵, 则存在可逆阵 E 使kE nMn

= R ( Herm it e型) , 又存在置换阵P使E M P =

[ I k Q ] .于是

Aut C MAP1R = MA ,其中

A = ( i , ( j ) ) ∀ , (1)

P 1是 P 的前 k 列所构成的子阵, R 与P 1可由行初

等变化与列交换得出.

证 明 据 定 理 1 及 MAM
( 1)

M =

MA P
I k

0
E M = MAP

R

0
= MAP1R 知.

定理 4 若 C的生成阵为M = [ M 1 M 2] k! n ,

其中 M 1 是 k 阶可逆阵,则令 A = ( i , ( j ) ) ∀ 将

A 分块成A = [ A 1 A 2] , 其中 A 1 是 n ! k 阵, 则

Aut C MA 1M
- 1
1 M 2 = MA 2, (2)

证明 令E = M
- 1
1 ,则EM = M

- 1
1 [ M 1 M 2] =

[ Ik M
- 1
1 M2] # M 的{1} - 逆 M

(1)
=

Ik

0
M

- 1
1 =

M
- 1
1

0
,因此

MAM
(1)

M = M [ A 1 A 2]
M

- 1
1 M

0
=

MA 1M
- 1
1 M = MA 1M

- 1
1 [ M 1 M 2] =

[ MA 1 MA 1M
- 1
1 M 2] .

由定理 1知(2) 成立.

特别,若 C 是系统码, 即 C 的生成阵是 M =

[ I k M 2] 的线性码,则

Aut! MA 1M 2 = M A 2. (3)

注意 若 C 的校验阵是H = [ H 1 H 2] 且H 1

可逆,则对 S n, A = ( i , ( j ) ) ∀ ,则

Aut C HA 1H
- 1
1 H 2 = HA 2. (4)

特别若H = [ I H 2] ,则 Aut! H A 1H 2=

HA 2. 倘若 H = [ H 1 I ] ,则 C 的生成阵是M = [ I

- H
T
1 ] ,即 C 是系统码, 可由(3) 进行判断.因此有

时用校验阵处理反而方便.

下面给出的定理 5对寻求Aut C 很有帮助.

令置换 =
1  k  n

i 1  ik  in
∀置换阵

A = ( i , ( j ) ) = ( e i
1
 ei

k
 e i

n
) , 其中 e

T
i
t

=

(0 01 0 0)

i
t

是单位列向量, t = 1, 2,  , n.

事实上,因 i
t
, ( s ) =

1 s = t ,

0 s ∀ t .
所以 i

t
, ( t )

= i
t
, i

t
= 1,即 A 中位置( i t , i t ) 上的元为 1,其余

为 0,所以 A = ( ei
1
 ei

k
 ei

n
) .

令 N = { 1, 2,  n} , 任意取定 k 个互异的正

整数 i 1, i 2,  , ik N , 令 N - { i 1, i 2,  , i k} =

{ i k+ 1, i k+ 2,  , in } , 设 x k+ 1 x k+ 2 x n 是 ik+ 1, ik+ 2,

 , in 的 任 意 排 列, 则 =

1  k k + 1  n

i 1  ik x k+ 1  x n
S n( n 次 对 称

群) ,这样的 共有( n - k ) !个.

定理5 设 C是[ n, k ]线性码, k ! n阶行满秩

阵 M = [ M1 M 2] = [ T 1 T 2  T n] 是 C的生成阵,

其中 T i是 M 的第 i列( T i可能等于 T j ).任意取定

k个互异的正整数 i1, i 2,  , ik N ,构造 n ! k阶阵

A 1 = ( ei
1

ei
2
 ei

k
) ,则 MA 1 = [ T i

1
T i

2
 T i

k
] ,又

设 x k+ 1x k+ 2 x n 是前面所说的 ik+ 1, ik+ 2,  , i n 的

任意排列. 作 A = [ A 1 A 2] = ( ei
1
 ei

k
ex

k
+ 1  

ex
n
) ∀ =

1  k k + 1  n

i 1  ik x k+ 1  x n
Sn, 若

M
- 1
1 存在,则

Aut C MA 1M
- 1
1 M 2 =

[ T x
k+ 1

T x
k+ 2
 T x

n
] k! ( n- k ) . ( 5)

证明 因上面所作出的 A 是一个置换阵, 因

此由 M A 1= [ T i
1

T i
2
 T i

k
] # M A 2= [ T x

k+ 1
T x

k+ 2

 T x
n
] ,再由定理 4便得出所要的结论.

倘若 M
- 1
1 不存在, 则有置换阵 P , 使 MP =

[  M 1,  M 2] 且  M 1可逆.

定理 4的优点在于:只需由 A
k
n =

n!
( n - k ) !

个

排列 i 1 i 2  ik便能借助( 5) 式找出整个的AutC ,

在很多情况下, A
k
n ∃ | S n | = n ! = ( n - k ) ! A

k
n .

下面再通过 GF( 2) 上长为 p 的二次剩余码C

的延长码 Ĉ 来说明我们所给出的方法的实施过
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程. Ĉ 的生成阵是

Ĝ =

1 0 0 1 0 1 1 0

1 1 0 0 1 0 1 0

1 1 1 0 0 1 0 0

0 1 1 1 0 0 1 0

1 0 1 1 1 0 0 0

0 1 0 1 1 1 0 0

0 0 1 0 1 1 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1

,

令 M = [ M 1 M 2] =

1 0 0 1 0 1 1 0

1 1 0 0 1 0 1 0

1 1 1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1

,

则 M 的行向量组是 Ĝ 的行向量组的极大无关组,

且

M
- 1
1 =

1 0 1 1

1 1 1 1

0 1 1 0

0 0 1 1

,

M
- 1
1 M 2 =

1 1 0 1

0 1 1 1

1 1 1 0

1 0 1 1

.

于是可用定理 5的方法求 Aut Ĉ .例如取置换阵

A = [ A 1 | A 2] = [ e1 e2 e3 e5 | e4 e6 e8 e7] ,

则

MA 1M
- 1
1 M =

1 1 0 1

0 0 0 1

0 1 0 0

1 1 1 1

= MA 2 # A Aut Ĉ.

由定理 4,原则上可对 S 8 中的 8!个置换逐个

进行检验来找出整个Aut Ĉ, 但这样做计算量太大.

采用定理 5的方法,仅需对 A
4
8 = 8∋ 7∋ 6∋ 5个排

列 i 1 i 2 i 3 i 4进行处理,由于 | S8 | = 24∋ A
4
8,因此

计算量可减少近 24倍(相当可观) . 我们用此法编

制了通用计算程序不仅证实了特殊线性群 PSL (7)

中的 168个元属于 Aut Ĉ , 而且还准确地求出了整

个的Aut Ĉ ,它包含1 344个8元置换[ 4]
,效果很好,

可见定理 5的方法是很有效的.
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The Further Research about the Automorphism Group of

a Linear Code over GF( 2
m

)

WANG Guo%dong, LUO Yu%mei
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Abstract: On basis of several effect ive methods to judge a permutat ion w hether belong to the Automor%
phism group of Linear code a more effect ive method for the Automorphism group of L inear code is given.
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