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具有非对称项 p-Laplace方程的无穷多解
*

耿 �堤,刘迪生
(华南师范大学数学科学学院,广东 广州� 510631)

摘� 要:讨论了有界区域上一类具有非对称扰动项的 p- L aplace方程.利用对应的 L aplace 方程大 M o rse指标, 给出了

该问题变分泛函极小极大值序列的一个下界估计, 这个估计在一定范围内优于已有的结论. 进而得到了无穷多个弱解的

存在性.
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1�问题的提出和主要结果
考虑 RN 中有界光滑区域 � 上的 p-L aplace方程:

- � p u = | u | q- 2 u+ f ( x ) � � x � � ,

u = 0� � x � � �,
(1)

其中 N > p > 1, � pu = div( | � u | p- 2 � u) 是所谓的 p-L aplace算子.

p-L aplace方程在非齐次扰动情形下的多解问题起源于 L aplace 方程的多解问题, 其背景来源于非线性量子力学.

Rabino witz P H [ 1] 、Bahr i A 等[ 2] 及 Struw e M [3] 利用对称泛函的扰动理论首先讨论了 L aplace方程的这类问题. Bahr i A

等[4] 和 T anaka K[ 5] 运用 M o rse指标理论给出了迄今为止最好的结果. Garcia A zor ero J P等[6] 首先将 Laplace方程非齐次

扰动情形下的无穷多解的结果推广到 p-Laplace方程中, 在 p-L aplace方程的情形, 因为在 Banach 空间 W 1, p
0 ( �) 中缺少与

Hilbert空间 H 1
0 ( �) 中相应的结构, 所以 M or se指标理论不能直接应用于这类方程, 相应的多解问题一直未能达到与

Laplace 方程类似的最好结果.笔者利用 2种方程之间的关系, 用L aplace方程的大M o rse指标来估计 p-L aplace方程相应的

临界值的增长阶,给出了 p-L aplace方程在非齐次扰动情形下无穷多解的存在性,这个结果在一定程度上改进了文献[ 6] 的

结果.

定理 1� 设 f ( x ) � C(��) 且 2 � p < q < min[ �q, 2N
N - 2

} ,其中�q 是如下方程

q
q - 1

= p
N
� 2q- N (p - 2)

2( q- p )
(2)

的大正根,则问题( 1) 存在无穷多个弱解{ uk } � W 1, p
0 ( �) , 对应变分泛函的临界值趋于正无穷大.

问题(1) 的弱解对应于如下 C1 泛函当� = 1 时的临界点:

J �( u) =
1
p�� | � u | p dx - 1

q�� | u | qdx - ��� f ( x ) udx � � ( u, �) � W 1, p
0 ( �) � [ 0, 1] . (3)

W 1, p
0 ( �) 中的等价范数为 � � u� p . 当�= 0时, J 0( u)是 W 1, p

0 ( �) 上的偶泛函.此外也容易看出, 当 p � 2时, p * = Np / ( N

- p ) � 2* = 2N/ (N - 2) .因此在定理 1的条件下, 泛函 J �( u) 在 W 1, p
0 ( �) 中满足 P alais- Smale 条件.
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2� 某些预备性结果
为得到 J 1 ( u) 的一列临界值,引入如下结果: 对于 So bo lev 空间 W 1, p

0 ( �) , 可知(例如参见文献[ 7] ) Schauder 基是存在

的.在 So bo lev空间 W 1, p
0 ( �) 中, So bo lev不等式成立,而在由 Schauder基的前 k个函数所生成空间的补空间中,有更进一步

的结论:

引理 1[ 7] � 对于有界且具有锥性质的区域 �, 在W 1, p ( �) 中存在1 组 Schauder 基{ wk } �k= 1 ,使得对于 q � [ p , p * ) ,存在

正常数 C1 > 0, 当 u � span{ wk , wk+ 1, � } 时,

C1 k
1
N
+ 1
q
- 1
p � u � Lq ( �)

� � u� W
1, p

( �) . (4)

设 W 1, p
0 ( �) 中满足上述结果的 1组 Schauder基为{ wk } , {w k } 也是 H 0

1 ( �) 中的 Schauder基(参见文献[ 7] 第 2章和第

4 章) .记

Ek = span{ w1 , w2 , � , w k} , E
�
k = span{ w k , wk+ 1 , � } .

再分别引入映射簇和极小极大值序列如下:

�k ( p ) = {� � C(Ek � �BRk
( 0) , W 1, p

0 ( �) ) ; �是奇映射,且 � | Ek � �BR
k
( 0) = id} ,

ck = inf
�� �k (p )

max
u �Ek � BR

k
(0)
J 0 (�( u) ) ,

其中 Rk 是一列趋于无穷的正数, 使得当 u � Ek 且 � u � � Rk 时, 成立 J 0 ( u) < 0.

引理 2� 对每一个充分大的 k, 存在 �k > 0 及与 k 无关的正常数C 2 ,使得

J �( u) � C2 k
pN- q( N- p )
N( q- p ) � � u � E �k � �B�k (0) .

证明 � 当 u � E �k 时, 利用引理 1 中的结果可以估计 J 0 ( u) 如下:

J 0( u) =
1
p
� � u � p

p -
1
q
� u� q

q �
1
p
� � u � p

p - Ck q/ p
*
- 1 � u� q .

当取 � � u � p = �k = ( k1- q
p
+ q
N / (2qC ) ) 1/ (q- p ) 时, 对所有充分大的 k及 u � E �k � �B �

k
(0) ,有

J 0( u) � [ 1
2p

(2qC) -
p
q- p - C(2qC)

- q
q- p ] k (q /p

* - 1) p
q- p - C � C2k

qp
N( q- p )

- 1 ,

其中 C2 是与 k无关的正常数.适当地调整上面的证明过程以及常数 C2 的大小,不难得知上述结果对 J �( u) 依然成立.引理

2 结果得证.

注记 1� 由引理 2 的结果,利用通常的 Bor suk 定理, 也不难得到

ck � C2 k
pN- q( N- p )
N (q- p ) . (5)

关于 ck 这个估计,当 p = 2 时, 由 Rabino w itz P H 利用 Hilbert- Courant建立的关于 L aplace算子特征值的增长阶所得

到; Ga rcia J P等[ 6] 在 � = [ 0, 1] N 的特殊情形下建立了 p � 2 时的类似估计.

3� 主要定理的证明
首先在 p � 2 的条件下建立一个优于(5) 式的估计:

引理 3� 设 2 � p < q < 2* , 存在与 k无关的正数C3 , 使得对所有充分大的 k ,

ck � C3 k
p
N
�2q- N( p- 2)

2( q- p ) .

证明 � 当 u � W 1, p
0 ( �) 且 J 0 ( u) � 0 时,利用 2 � p < q < 2* ,有

J 0 ( u) =
1
p�� | � u | p dx - 1

q�� | u | qdx � [ ( 1
p�� | � u | p dx )

2
p - ( 1

q�� | u | q dx )
2
p ]

p
2 �

[ C( | � | )�� | � u | 2dx - ( 1
q�� | u | qdx )

2
p ]

p
2 . (6)

其中第 2 项利用插值不等式和 Sobolev不等式可以处理如下 :

[�� | u | q d x ]
2
p � [ (�� | u | 2*

d x ) q
1- �

2
* (�� | u | r d x ) q

�
r ]

2
p �

[ ( S�� | � u | 2 dx ) q
1- �

2 (�� | u | rdx ) q
�
r ]

2
p �

( S�� | � u | 2dx )
2q
p
�1- �

2 (�� | u | rdx )
2q
p
��
r . (7)

这里选取 r 和� 满足下面的关系: r > 1, 0 < � < 1 且

q
1- �
2* + q

�
r
= 1,

2q
p
� 1 - �

2
+

2q
p
� �
r
= 1. (8)

由此可以解得
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� = 1-
N( p - 2)

2q
, r = 2

2q- N (p - 2)
2p - N( p - 2)

,

其中因为 p < q < 2* , 有 p > N( p - 2) / 2, 所以 �> 0.

利用(8) 式中的第 2式, 可以将(7) 式写为

[�� | u | qdx ]
2
p � ( S�� | � u | 2 dx )

2q
p
�1- �

2 (�� | u | r dx )
2q
p
��
r �

��� | � u | 2 dx + C(�)�� | u | rdx , (9)

其中 S 是 Sobolev 嵌入 W 1, p ( �) � Lp
*
( �) 的最佳常数.代入到( 6) 式中并取适当的 �,可以得到

J 0 ( u) � [ C( | � | )�� | � u | 2 dx - ( 1
q�� | u | qdx )

2
p ]

p
2 �

[
C( | � | )

2 �� | � u | 2 dx - C(�)�� | u | r dx ]
p
2 �

K�( 1
2�� | � u | 2 dx - K

r�� | u | rdx )
p
2 = K�I ( u)

p
2 , ( 10)

其中 I ( u) =
1
2�� | � u | 2 dx -

K
r�� | u | r dx .而 K 和K� 是正常数,不失一般性可设 K � 1 和 K� � 1.

引入一个过渡性的极小极大值序列:

�ck = inf
�� �

k
( p )

max
u� E

k
� B

Rk
( 0)
I ( �( u) ) .

显然, (10) 式表明如果�ck 足够大,可使得对每个 � � �k ( p ) , 及满足

I (w k ) = max
u�Ek � BR

k

I (�( u) )

的 w k , 有 I ( wk ) > 0 及 J 0 ( wk ) � 0, 那么由(10) 式不难得到

ck � K��c
p
2k . ( 11)

另一方面, 在定理 1 的条件下, q < 2* 蕴涵 r < 2* , 因此 I ( u) 在 H 1
0 ( �) 中满足 Palais- Smale条件. 进而在 H 1

0 ( �) 中, �k ( p )

� �k (2) , 由此不难得到

�ck � bk = inf
�� �

k
( 2)

max
u � E

k
� B

Rk
(0)
I ( �( u) ) . ( 12)

而由文献[ 4 - 5] 的结果可知 bk 是 I ( u) 的临界值, 并且通过对对应的临界点的大 M o rse指标的估计, 可以得到

bk � Ck
2
N
� r
r- 2 = Ck

2
N
�2q- N (p- 2)

2( q- p ) .

因此得到�ck � + � , 即(11) 式对所有充分大的 k 成立.再由( 12) 式得知

ck � K b
p
2k � Ck

p
N
�2q- N( p- 2)

2( q- p ) , ( 13)

由此即可得到引理 3 的结论.

利用 H�lder 不等式,不难得到如下关系: 若 u 是 J �( u) 的临界点,则

|
�
��
J �( u) | = |�� f ( x )udx | � C1 ( | J �( u) |+ 1)

1
q , ( 14)

其中 C1 是仅与 � f � C( ��) 有关的常数.

仿照文献[ 8] 的方法, 将其推广到 Banach 空间中(只需在证明中将梯度场换为伪梯度场) . 如果 J 1 ( u) 只有最多有限个

临界值,那么利用( 14) 式, 参见文献[ 9] 中的定理 2. 2及其证明,可以得到

ck+ 1 - ck � C( c
1
qk+ 1 + 1) .

因此可以建立如下的估计:

引理 4� 若 J 1 ( u) 只有最多有限个临界值, 则 ck � C4 k
q

q- 1 ,其中 C4 是与 k 无关的正常数.

定理 1 的证明 � 结合上述 2个引理的结果和文献[ 9] 的方法, 可以得到(1) 式无穷多解的存在性. 事实上,若 J 1( u) 只

有最多有限个临界值,结合引理 3和引理 4的结论, 有

C3 k
p
N
�2q- N( p- 2)

2( q- p ) � ck � C4 k
q

q- 1 .

然而,根据定理 1 的条件, 有

q
q - 1

< p
N
� 2q- N( p - 2)

2( q- p )
,

由此可以导出矛盾.即定理 1 的结论成立.

注记 2� 在(13) 式的基础上得到的多解性结论在一定的范围内比文献[ 6] 的结果要强. 事实上 ,根据文献 [ 6] 中的结
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论,可知当 q � ( p , qA ) 时, 问题(1) 存在无穷多解, 其中 qA = qA ( p ) 是下述方程的大根:

q
q - 1

=
pN - q(N - p )

N ( q- p )
. ( 15)

( 15) 式的右端正是引理 2 的估计式中所出现的指标. 注意到若记(2) 式中方程的大根为 �q = �q( p ) ,则显然有

�q(2) = 2(N - 1)
N - 2

> qA (2) .

因此,存在某个 p 0 � ( 2, + � ] , 使得当 p � [ 2, p 0 ) 时,成立�q( p ) > qA ( p ) .设 qA ( p ) = �q( p ) 即可求出 p 0 .根据 qA ( p ) 和

�q ( p ) 分别满足的方程( 2) 和( 15) ,可以得到

p
N
� 2q- N (p - 2)

2( q- p )
= pN - q( N - p )

N ( q- p )
. ( 16)

而(16) 式等价于 2q = p 2 . 再代回到 qA ( p ) 或�q( p ) 所满足的方程,可以得知 p 0 应该满足如下的四次方程:

p 4 - 2Np 3 + 2(2N - 1) p 2 + 2Np - 4N = 0.

这个方程有 2 个实根分别位于区间(- 2, - 1) 和( 1, 2) 中. 当 N = 3 时,无大于 2 的实根, 即 p 0 = + � . 当 N � 4 时,另外

2 个实根位于区间(2, 2N) 中. 大于2 的第1个实根即是 p 0 ,且有 p 0 � ( 2, 3) .因此得到结论: 在定理 1的条件下, 当 p � (2,

p 0 ) 且 q � ( p , �q ( p ) ) 时, 问题( 1) 存在无穷多弱解. 所得到的这个结果强于文献[ 6] 中相应的结论,因为( p , qA ( p ) ) � ( p ,

�q ( p ) ) .
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Infinitely Many Solutions of p-Laplacian

Equations with a Nonsymmetric Term

GENG Di, LIU D-i sheng

( Scho ol of M athematical Sciences, South China N or mal U niv ersit y, G uang zhou 510631, China)

Abstract:A class of p-Laplace equat ion with a nonsym metr ic ter m on a bounded domain is studied. By u-

sing the large M or se index of the co rresponding Laplace equat ion, w e give a grow th est imate abo ut the

series o f min-max values of associated funct io nal fo r the pro blem. T he est imate is bet ter than the given

result in so me range. It is show n that the problem possesses inf initely m any w eak solutio ns.

Key words: p- Laplace equat ion; larg e Mo rse index; no n-sy mmetric pertur bat ion; inf initely m any so lut ions
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