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摘 � 要:扩散模型目前被广泛的应用于现代电子、金融等领域用来描述变量的动态变化过程,转移密度作为反映扩散

模型特征的重要变量一直是各国学者研究的重点, 随着Matlab 功能的日益完善,利用其强大的仿真和数值分析函数来定量

研究扩散模型的转移密度,从而寻找出最优的估计方法无疑具有重要的意义. 基于此, 通过利用Matlab 仿真技术, 比较了 2

种估计扩散模型转移密度函数的方法,即 Euler法和Hermite法, 通过对存在闭端解的 2个扩散模型的比较,发现用 Hermite

扩展确实比 Euler法能更好的估计扩散模型的转移密度函数,在此基础上, 进一步利用这 2 种方法估计了扩散模型的参数,

证明了Hermite法比 Euler法能更好的识别模型参数, 减少估计中的错误.
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在实际系统中, 有许多系统都可以归结为扩散过程.目前,扩散模型已被广泛的用于现代电子、金融领

域来描述各变量的动态变化过程, 转移密度是反应扩散模型特征以及进行模型估计的重要变量,因此学者

们对扩散模型转移密度估计方法进行了许多研究,但扩散模型本身的复杂性限制了传统方法的有效性. 随

着核心数值算法、界面设计、外部接口、应用桌面等诸多方面的极大改进, Matlab 以其强大的数学运算能

力、方便实用的绘图功能和语言的高度集成性,逐渐发展成为一种通用的科技计算、图形交互系统和控制

系统仿真的程序语言.因此,通过引入Matlab仿真技术对扩模型转移密度估计的方法进行比较,从而得出

不同估计方法有效性的结论具有理论与现实意义.

笔者主要是针对单要素模型的转移密度进行研究,一个最一般的单要素模型可以写为:

dx t = u ( x t , �) d t + �( x t , �) dw t . ( 1)

其中: u为漂移函数; �为波动函数; dw t 为维纳增量.从理论上而言, 一个扩散模型主要的特征是通过其转

移密度函数所表现出来的.然而,只有极少数模型的转移密度函数存在闭端解, 如: Vasicek
[ 1]
, COX

[2]
, 这就

导致了对扩散模型的转移密度函数进行近似替代的研究.由于扩散模型的马尔可夫性, 利用 Euler法将其

离散化,其转移密度为:
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除了Euler 法, Lo
[ 3]
采用解析方法求解扩散模型的 Fokker-Planck 偏微分方程, Durham 和 Gallant

[ 4]
,

Brand-t Santa
[ 5]
采用了模拟最大似然法, 但这 2种方法都无法得到一个转移密度函数的闭端解表达式.

A�-t Sahalia[6- 7] 利用Hermite展开获得了转移密度函数的闭端解表达式.这种方法有较大的灵活性,不需要
样本间隔,时间趋于 0.笔者将用A�-t Sahalia提出的这种较新的方法所获得的转移密度与存在闭端解方程
的转移密度函数相比较, 同时与Euler 方法比较.
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1 � 方法介绍
为了获得转移密度函数的近似闭端解, A�-t Sahalia首先提出要将模型( 1) 尾部标准化,将把 xt 转化为

yt . y t 服从以下方程:
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( y , �) , �) ] dt + dw t . ( 3)

xt 和 yt 的转移密度函数存在以下关系:

px (�, x | x 0 , �) =
py (�, �( x , �) | �( x 0 , �) , �)

�( �( x , �) , �)
. ( 4)

对于单位扩散过程, 其转移密度可以用Hermite展开代替,其形式见文献[ 7] .

2 � 密度函数的比较
2. 1 Vasicek模型转移密度函数的比较

Vasicek模型形式为: dxt = k ( a - x t ) dt + �dw t .该方程的转移密度函数形式为:
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) . 模型转移密度用 Hermite展开的表示为:

p y ( �, y | y0 , �) =
1

2��
exp{-

( y - y 0 )
2

2�
-

y
2
k
2
+

y
2
0 k

2
+

yak
�
-

y 0 ak

�
} . ( 6)

以 x 0为 0. 1, Euler近似法下的转移密度、Hermite二阶展开下的转移密度分别与其真正的转移密相减,得到

图1结果.

� � � � a Euler法下的偏差(单位为 0. 1) � � � � � � � � � � � � � � � � b Hermite法下的偏差(单位为 e- 006) � �

图 1� 不同方法下的 Vasicek 模型转移密度偏差

将 2种近似法下的转移密度与其真正的转移密度相减求绝对值,并将总偏差加以汇总, 得到 Euler 下

总偏差为 105. 114 7,Hermite下总偏差为 5. 391 1e- 004.因此,Hermite方法在代替Vasicek模型的转移密度

时明显优于Euler方法.

2. 2 CIR模型转移密度函数的比较

CIR模型形式为: dxt = k ( a - x t ) dt + � xt dw t .该模型的转移密度函数形式为:

px (�, x | x 0 , �) = cexp(- u - v ) ( v / u)
q/ 2

I q ( 2 uv ) . ( 7)

其中: c = 2k/ ( �
2
( 1- exp(- k�) ) ; u = cx 0exp(- k�) ; v = cx ; I q 表示阶数为q 的修正后的第一类贝塞耳

分布.其转移密度用Hermite展开的形式表示为:
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以 x 0为 0. 06, Euler近似法下的转移密度、Hermite 二阶展开下的转移密度分别与其真正的转移密度相比

(相减求绝对值) ,得到图 2结果.
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� � � � a Euler 法下的偏差(单位为 0. 5) � � � � � � � � � � � � � � � � b Hermite法下的偏差(单位为 0. 02) � �

图 2� 不同方法下的 Vasicek 模型转移密度偏差

将偏差加以汇总,得到Euler下总偏差为 307. 236 9, Hermite下总偏差为 16. 164 5. 因此,Hermite方法在

代替 CIR转移密度时也明显优于 Euler方法.

3 � 利用 2种方法估计期限结构模型参数
由于Hermite展开法比 Euler法能更好地代替扩散模型的转移密度函数,因此将这种方法运用到估计

利率期限结构模型中应该可以减少对参数的错误识别,下面利用 Matlab的仿真技术模拟出以上 2个方程

的1 000个数据,用 Euler和Hermite这 2种方法进行估计.

用Vasicek方程模拟出的 1 000个数据所生成的时间序列见图 3.

图 3� 用 Vasicek 模型模拟出的 1 000 个数据

表 1列出对Vasicek模型的估计结果.

表 1� Vasicek 模型估计结果

待估参数真值 Euler结果 SDEuler T Euler Hermite结果 SDHermite THermite

k= 0. 3 0. 327 59 0. 088 663 3. 69 48 0. 332 15 0. 091 226 3. 640 9

a= 0. 08 0. 088 342 0. 009 873 0 8. 947 8 0. 088 342 0. 009 873 1 8. 947 8

�= 0. 03 0. 029 484 0. 000 659 46 44. 709 0. 029 893 0. 000 678 03 44. 088

� � 用CIR方程模拟出的 1 000个数据所生成的时间序列见图 4.

图 4 � 用 CIR 模型模拟出的 1 000个数据
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对CIR估计结果列于表 2.

表 2 � CIR模型估计结果

待估参数真值 Euler结果 SDEuler T Euler Hermite结果 SDHermite THermite

k= 0. 3 0. 230 97 0. 074 317 3. 107 8 0. 239 72 0. 076 509 3. 133 2

a= 0. 07 0. 071 600 0. 008 576 6 8. 348 3 0. 071 59 3 0. 008 362 0 8. 561 6

�= 0. 07 0. 067 480 0. 001 509 0 44. 718 0. 068 262 0. 001 5424 44. 258

� � 从以上的估计结果可以看出: 用Hermite 扩展代替扩散过程的转移密度函数只能稍微提高对模型参数

的识别,有的时候估计结果比用Euler 方法稍差一点. 这个结论与文献[ 7]结论相一致,主要原因是在选取

模型的参数时使用的是接近现实的参数值,这使得方程的漂移项太小, �的取值是 1�12, 同时数据不存在
很大的波动性使得模型的转移密度接近正态,这些都导致了 Euler方法有时候比Hermite方法更好,尤其在

识别方程的均值回复速度 k 上有时优于 Hermite方法.

4 � 结语
通过比较发现用 Hermite扩展确实能更好地代替方程的转移密度函数,在存在闭端解的 2个方程中其

近似的转移密度函数明显比 Euler 下的好.运用到参数估计方面由于现实数据的特点(较小的漂移项和较

小的波动项)使得其不能很好地发挥作用,所得出的参数值与 Euler 下的相差不大.在本研究中,笔者都是

对单要素模型转移密度的近似替代,如何将其运用到多要素模型是以后的研究重点.
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Abstract:Nowadays, diffusion models are applied to the electronic and financial fields to describe the dynamics of the

variables. Transition density, the most important variables to the diffusion models, is always a hot studying field. With

the development of the matlab, it is very significant to find the optimal methods for the estimation of the transition den-

sity by making use of the simulation and numerical functions of it. The author compares two methods of estimating tran-

sit ion densities of diffusion model i. e. , Euler and Hermite. After the comparison of the approximation to the closed-

form densities for the Vasicek and CIR models, it is found that theHermite method can estimate the transition densities

much more accurately in comparison with the Euler method. Then, the further estimation of the diffusion model parame-

ters is conducted by these two methods, which proves that Hermite method can better recognize the model parameters

than Euler method, and it can reduce the estimation errors. .
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