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CAPM与 APT在 Hilbert空间中的统一
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摘 要:引入随机向量的 Hilbert空间, 证明了 CAPM 与APT 统一于线性定价法则.
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1952年, Markowitz在 资产组合选择 中提出了均值- 方差模型, 标志着现代组合投资理论的开端. 之

后,他的学生 Sharp 在均值- 方差模型的基础上建立了资本资产定价模型 ( Capital Asset Pricing Model,

CAPM) , Ross提出了套利定价理论( Arbitrage Pricing Theory, APT)
[ 1]

.这 2个理论在解释的角度、基本假设、

方法以及适用范围等方面均有重大的区别.但殊途同归,在未定权益的Hilbert 空间中, 它们在本质上无非

都是线性定价法则的表现形式.在数学上,它们都是说,一个证券收益率随机向量可以分解为由无风险利

率和随机贴现因子所构成的一个平面上的向量和一个与该向量相垂直的向量的和.

1 未定权益的Hilbert空间
现在讨论一个未来带不确定性的证券市场模型,证券市场上所有的证券及任意种证券组合未来的价

值看作随机变量.

定义 1 一个证券市场中的未定权益空间,是指随机变量所形成的向量空间.

定义 2 线性空间H 上的一个二元函数a( , ) : H H K , 称为共轭双线性函数,如果:

( 1) a( , 1y 1 + 2 y 2 ) = 1 a( , y 1 ) + 2 a( , y 2 ) ;

( 2) a( 1 1 + 2 2 , y ) = 1 a( 1 , y ) + 2 a( 2 , y ) .

其中: , y , 1 , 2 , y 1 , y2 H , 1 , 2 K .

定义 3 线性空间H 上的一个共轭双线性函数( , ) : H H K ,称为一个内积,如果它满足:

( 1) ( , y ) = ( y , ) ( , y H ) ;

( 2) ( , ) 0( H ) , ( , ) = 0 = .

定义 4 具有内积的线性空间称为内积空间.

定义 5 完备的内积空间称为Hilbert空间.

有了未定权益空间后,就可以对未定权益讨论定价法则,现在假设未定权益随机变量的方差有限. 一

个随机变量方差刻画的是该随机变量可能的变化幅度,因此假定它的方差有限是合理的,否则将意味着未

来不确定价值的随机变化毫无节制.在这一假定下,可以在未定权益向量空间引入数学结构.
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命题 1 若用 H 表示证券市场上方差有限的随机变量所构成的线性空间, 并在其上定义内积( , y )

= E [ y ] , 则H 是一个内积空间.

证明 由 cov( , y )

cov( , ) cov( y , y )
1, 即 cov

2
[ , y ] var[ ] var[ y ] ,说明当方差有限时它们的二阶矩

也有限.下证( , y ) = E [ y ] 是内积空间.

( ) ( , y ) = E[ y ] = E [ y ] = ( y , ) .

( ) ( 1 1 + 2 2 , y ) = E[ ( 1 1 + 2 2 ) y ] = 1 E[ 1y ] + 2 E[ 2y ] = 1 ( 1 , y ) + 2 ( 2 , y ) .

( ) ( , ) = E [
2
] = 0 = .

故( , y ) = E[ y ] 是H 上的一个内积.

进一步假定这个内积空间是完备的,即它是一个Hilbert空间.在 Hilbert空间中, 有一个著名的 Riesz

定理
[ 3]

.

引理 1( F. Riesz定理) 设 f 是H ilbert空间H 上的一个连续线性泛函,则必存在唯一的 yf H ,使得

f ( ) = ( , yf ) ( H ) .

现在假定定价函数 p : H R为非零线性连续函数.于是,得到下面的随机折现因子存在定理:

引理 2(随机折现因子存在定理)
[ 2- 3]

在未定权益的Hilbert空间中,当定价函数连续时,存在唯一的

非零 m H , 有 p ( ) = E [ m ] = E [ m] E [ ] + cov[ , m] .

这里 m 是未定权益H 中的元素,称之为随机折现因子,称 p 为随机向量Hilbert空间上的定价函数.

命题 2 在未定权益的Hilbert空间中,存在唯一的向量 1H 使得对任意的 H ,有 E[ ] = E[ 1H ]

成立.

2 Hilbert空间下的 CAPM 与APT
定义6

[ 4]
设 p 是定义在H 上的非零线性连续泛函,对 H 比值 / p ( ) ,称为证券 的收益率.

定理 1 设H 是未定权益的Hilbert空间, H 中存在无风险证券 1, m是随机折现因子,记 rf = 1/ p ( 1)

= 1/ E [ m] , rm = m / p ( m ) = m/ E[ m
2
] ,收益率超平面 = { r H | p ( r ) = E[ mr ] = 1} ,那么对任意

r ,有

E[ r ] - rf =
cov[ rm , r ]

var[ rm ]
( E [ rm ] - rf ) .

证明 因为 p ( r ) = E [ mr ] = 1, 所以 1 = E ( m) E( r ) + cov( m, r ) =
E( r )
rf

+ cov( m, r ) , 即

E ( r ) - rf = - rf cov( m, r ) . ( 1)

另一方面,以折现因子 m 的收益率 rm 代替( 1) 式的 r ,有

E ( rm ) - rf = - rf cov( m, rm ) . ( 2)

当 m 为风险证券,即 var[ m] 0时,有

E( rm ) - rf =
E[ m]
E[ m

2
]

-
1

E [ m ] = -
E[ m

2
] - E

2
[ m]

E [ m
2
] E[ m ]

= -
var[ m ]

E [ m
2
] E [ m]

0.

( 1) , ( 2) 两式相除,得

E[ r ] - r f = cov[ m , r ]
cov[ m, rm ]

( E [ rm ] - rf ) = cov[ m, r ] / E [ m
2
]

cov[ m, rm ] / E[ m
2
]

( E[ rm ] - rf ) =
cov[ rm , r ]

var[ rm ]
( E[ rm ] - rf ) .

这个等式就是著名的资本资产定价模型( CAPM) 的一种形式.

定理2 设H 是未定权益的Hilbert空间, p :H R为其连续线性定价函数, m 是随机折现因子, f 1 , f 2 ,

, f k 是风险因子,记 rf = 1/ p ( 1) = 1/ E[ m] , rm = m / p ( m) = m/ E[ m
2
] ,收益率超平面 = { r H | p ( r )

= E[ mr ] = 1} ,则对任意 r j ,有

E [ r j ] - rf =

K

i= 1
j iE ( [ f i ] - r f ) j = 1, 2, .
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证明 定义随机折现因子

m =
1
rf

+

K

i = 1

( r f - E [ f i ] ) ( f i - E[ f i ] )

r f var[ f i ]
.

由定价函数 p ( ) = E[ m ] = E [ m ] E [ ] + cov[ , m] ,有

p ( ) =
E[ ]
r f

+

K

i= 1

( rf - E[ f i ] ) f
i
, (3)

其中 f
i

=
cov[ , f i ]

var[ f i ]
, i = 1, 2, ,K .因此,在( 3) 式中令 = r i ,有

1 = p ( r i ) =
E [ r i ]
r f

+

K

i= 1
( rf - E[ f i ] ) r

i
f
i
,

即 E[ rj ] - r f =

K

i= 1
j iE( [ f i ] - rf ) ,其中 ji = r

i
rf .这个等式就是渐近套利理论的表现形式.
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Abstract: This paper makes track for this way of thinking, deriving stochastic vector Hilbert space and proves the consis-

tence of CAPM and APT in the linear pricing rule.
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