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n维单形中 Veljian-Korchmaros不等式的

稳定性及应用
*
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摘� 要:给出了 n维单形中 Veljian-Korchmaros 不等式的稳定性型式. 作为应用还给出了涉及单形的体积、外接超球半

径和中线的不等式的稳定性型式.
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1�相关基础知识和主要结论
几何不等式的稳定性是对应的几何不等式的加强形式, 它最初出现文献[ 1- 2]中,但直到最近才得到系统的研究[ 3- 9] ,

特别是 Groemer 和 Gardner 的工作尤为出色.它作为几何断层学( geomet ric tomogr aphy )的研究对象之一, 被广泛应用于体

视学( stereo lo gy)、机器人学中的几何探索( g eometr ic pr obing)和仿晶学( cr ystallog raphy) 等领域.

文献[ 8] 对几何不等式稳定性的概念给出了明确的描述.下面以 1 个具体的几何不等式为例来说明这一概念.设 P (K )

和 A ( K ) 是任意的凸体(亦称凸域) K 的周长和面积,则有下列著名的等周不等式成立:

P( K ) 2 � 4�A (K ) , ( 1)

等号成立当且仅当 K 为圆盘.现假设对任意 �> 0,如果

P( K ) 2 - 4�A ( K ) � �, ( 2)

人们能否断言,存在圆盘 B,使在某种�偏差� 度量 g(B, K ) 下,有

g(B, K ) � f (�) , ( 3)

这里 f (�)是满足当�� 0时 f (�) � 0的非负实函数.若存在这样的�偏差�度量使当不等式(2) 成立时, 必有不等式(3)成立,

则称不等式(1) 是稳定的, 否则称不等式(1) 是不稳定的.事实上, 对不等式(1) 有下列熟知的稳定性定理[ 5] .

设�(B, K ) 为 K 和B 之间的 H ausdroff度量, 则存在圆盘 B, 使对任意� > 0, 有

P(K ) 2 - 4�A (K ) � �� �( B, K ) � 1

4 �
�1/ 2 . ( 4)

若在不等式(4) 中令 P (K ) 2 - 4�A ( K ) = �,则得到不等式( 1) 的一个加强形式

P(K ) 2 - 4�A (K ) � 16��(B , K ) 2 . ( 5)

显然不等式(5) 蕴含不等式( 1) ,通常称不等式( 5) 是不等式(1) 的一个稳定性型式或稳定性版本( stability v ersions) .

全文约定 n( > 1) 维欧式空间 En中n 维单形 � = { A 1 , A 2 , � , A n+ 1} 的棱长为a i ( i = 1, 2, � ,
1
2

n(n+ 1) ) , 外接超球半

径为 R,内切超球半径为 r ,体积为 V ,顶点 A i 所对的( n- 1) - 维侧面单形 F i = { A 1 , � , A i- 1 , A i+ 1 , � , A n+ 1 } 的 ( n- 1) -

维体积为 S i ( i = 1, 2, � , n + 1) ,从顶点 A i 出发引出的中线长为m i ( i = 1, 2, � , n+ 1) ,并记 P = �
n( n+ 1)/ 2

i= 1

ai , S = �
n+ 1

i= 1

S i. 对

另一个 n 维单形 ��,使用类似的记号,例如 �� 的棱长记为a�i ( i = 1, 2, � , 1
2

n( n + 1) ) .
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文献[ 10] 证明了 Veljian D 于 1970 年提出的如下猜想: 对 n 维单形 � , 有

P2/ ( n+ 1) � 2n/2 n!

n + 1
V , ( 6)

等号成立当且仅当 �为正则单形.

文献[ 11] 给出了(6) 式的一个不同证明,并且文献[ 12] 给出了( 6) 式的一个加强.

此外,在 n维单形 � 中,还有下列结论:

Rn � n!(
nn

( n + 1) n+ 1 )
1/2V , ( 7)

( �
n+ 1

i= 1

m i )
n

n+ 1 � n! (n + 1) ( n- 1)/ 2

nn/ 2 V , ( 8)

并且(7) , ( 8) 式中等号成立当且仅当 � 为正则单形.

(7) 式的证明见文献[ 13] , (8) 式的证明见文献[ 14] .

文献[ 9] 曾给出2个 n维单形之间的一种新的度量, 在此基础上笔者将给出(6) 式的稳定性型式,作为应用,还给出(7) ,

( 8) 式的稳定性型式.

定义 1[ 9] � 记 m =
1
2

n( n+ 1) . 设 En中所有 n 维单形组成的集合为 S, I = {1, 2, � , m} 是指标集, �m 是 I 上的m 阶置

换群.对任意 �, �� � S,定义 � 和 ��之间的度量为

d( �, ��) = min �
m

i= 1

( a i - a��( i) ) | � � � �m . ( 9)

命题 1[ 9] � n维单形集合 S按( 9) 式定义的度量构成一个度量空间( S, d) .

笔者的主要结论是下列定理:

定理 1� 对任意 n 维单形 � , 有

P 2/ (n+ 1) � 2n/2 n!

n + 1
V (

R
nr

) 1/ ( n+ 1) � 2n/2 n!

n+ 1
V , (10)

等号成立当且仅当 �为正则单形.

定理 2� 对任意 n 维单形 � , 存在一个 n 维正则单形 ��,使得

P2/ (n+ 1) / V - 2n/2 n!

n+ 1
� 2n/ 2 ( n - 2) !

(n + 1) 7
( d( �, ��)

R
) 2 , (11)

等号成立当且仅当 �为正则单形.

显然,不等式( 10) 是(6) 式的加强,而不等式( 11) 是( 6) 式的稳定性型式, 并且它也是(6) 式的加强形式.

定理 3� 在 n 维单形 � 中, 有

Rn � n!( nn

( n+ 1) n+ 1
) 1/2V ( R

nr
) , (12)

( �
n+ 1

i= 1

mi ) n/ (n+ 1) � n!( n+ 1) ( n- 1)/ 2

nn/2 V (
R
nr

) 1/ ( n+ 1)
2
, (13)

并且(12) , (13) 式中等号成立当且仅当 � 为正则单形.

定理 4� 在 n 维单形 � 中, 存在 n 维正则单形 ��, 使得

Rn / V - n!(
nn

( n+ 1) n+ 1 )
1/ 2 � n!

n- 1
(

nn- 2

( n + 1) n+ 5 )
1/2 (

d( � , ��)
R

) 2 , (14)

( �
n

i= 0

mi ) n/ (n+ 1) / V - n!( n+ 1) ( n- 1) /2

nn/ 2 � n!
n- 1

( ( n + 1) n- 9

nn+ 2 ) 1/2 ( d( � , ��)
R

) 2 , (15)

并且(14) , (15) 式中等号成立当且仅当 � 为正则单形.

显然(12) , (13) 式分别是( 7) , (8) 式的加强,而( 14) , ( 15) 式分别是( 7) , (8) 式的稳定性型式, 并且它们也分别是(7) ,

( 8) 式的加强形式.

2� 相关引理
引理 1[ 11] � 对任意 n维单形 � ,有

P2/n � 2( n+ 1) /2 n!

n
VR ,

等号成立当且仅当存在 n + 1个正数 c0 , c1 , � , cn , 使得 ai j = ci c j ( i, j = 0, 1, � , n) .特别地, 当 �为正则单形时等号成立.

引理 2[ 15] � 对任意 n维单形 � ,有
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Rn- 1 � n! (
nn- 4

( n + 1) n+ 1 )
1/ 2 S,

等号成立当且仅当 �为正则单形.

引理 3[ 9] � 对任意 n 维单形 � , 存在一个 n 维正则单形 ��, 使得对任意� > 0,有

( R
nr

) � - 1 � �
( n+ 1) 2 n( n - 1)

[ d( � , ��)
R

] 2 ,

等号成立当且仅当 �为正则单形.

由文献[ 14] 中的引理 2 和引理 3 立即可得如下结论:

引理 4� 设 G 是n 维单形� = {A 1, A 2 , � , A n+ 1 } 的重心, 向量GA i 上的单位向量为 ei ( i = 1, 2, � , n+ 1) , 并且定义 G

对 n- 1 维侧面 F i 所张的空间角为

�i = ar csin | det( e1 , � , ei- 1 , ei+ 1 , � , en+ 1 ) | ,

那么有下列不等式成立:

�
n+ 1

i= 1

sin2�i � (
n+ 1

n
) n , (16)

等号成立当且仅当 �为正则单形.

引理 5� 对任意 n 维单形 � , 有

�
n+ 1

i= 1

m i � n! (n + 1) (n- 2) / 2

nn/ 2 V ( �
n+ 1

i= 1

m2
i ) 1/ 2 , (17)

等号成立当且仅当 �为正则单形.

证明 � 记 n维单形 � i = {A i , � , A i- 1, G, A i+ 1 , � , A n+ 1 } 的体积为 V i ,由重心的性质可得

1
n+ 1

V = V i =
1
n!

| det( GA 1 , � , GA i- 1 , GA i+ 1 , � , GA n+ 1 ) | =

1
n! �

n+ 1

j = 1, j � 1

| GA j |� | det( e1 , � , ei- 1 , ei+ 1 , � , en+ 1 ) | =

1
n!

( �
n+ 1

j = 1, j � i

n
n + 1

m j ) sin �i ,

即

sin �i =
n!( n+ 1) n- 1m i V

nn �
n+ 1

j = 1

m j

. (18)

( 18) 式代入(16) 式整理后即得(17) 式, 并且由引理 4 知(17) 式中等号成立当且仅当 �为正则单形.

3� 定理的证明
定理 1 的证明 � 由引理 1 和引理 2,有

P 2/ n � 2( n+ 1)/ 2 n!

n
VR1/ n( Rn- 1 ) 1/ n � 2 (n+ 1) / 2 n!

n
VR 1/n [ n! ( nn- 4

( n + 1) n+ 1
) 1/ 2 S] 1/ n .

用恒等式 S =
nV
r

= n2 (
V
nr

) 代入并整理, 然后两边 n/ (n + 1) 次方, 便得不等式(10) 的左边部分不等式;再由 n 维单形中的

Euler不等式[ 16] R2 � nr (等号成立当且仅当 � 为正则单形) , 便知(10) 式的右边部分不等式也成立, 并且由引理 1 和引理 2

知(10) 式中等号成立当且仅当 �为正则单形.证毕.

定理 2 的证明 � 由定理 1 及引理 3,得

P2/ ( n+ 1) / V - 2n/2 n!

n + 1
� 2n/ 2 n!

n + 1
[ ( R

nr
) 1/ ( n+ 1) - 1] � 2n/ 2 ( n - 2) !

( n+ 1) 7
[ d( �, ��)

R
] 2 ,

即(11) 式成立,并且( 11) 式中等号成立当且仅当 � 为正则单形. 证毕.

定理 3 的证明 � 记 m =
1
2

n(n + 1) .由引理 2和恒等式 S = nV / r ,可得

Rn = RR n- 1 � R � n! [
nn- 4

( n + 1) n+ 1 ]
1/ 2 S = n! [

nn

( n + 1) n+ 1 ]
1/ 2V (

R
nr

) ,

即(12) 式成立,并且( 12) 式中等号成立当且仅当 � 为正则单形. 其次,由引理 5 和中线长公式[ 17] �
n+ 1

i= 1

m2
i =

n+ 1
n2 �

m

i= 1

a2i , 有

�
n+ 1

i= 1

m i �
n! (n + 1) (n- 2) / 2

nn/ 2 V ( �
n+ 1

i= 1

m2
i )

1/ 2 =
n!( n + 1) ( n- 2) /2

nn/ 2 V (
n+ 1
n2 �

m

i= 1

a2
i )

1/2 .

再应用算术- 几何平均值不等式及定理 1,可得
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�
n+ 1

i= 1

mi �
n! ( n+ 1) ( n- 2)/ 2

nn/2 V (
n + 1
n2 � m) 1/ 2 ( �

m

i= 1

a i )
1/m =

n!( n+ 1) n/2

21/ 2 n( n+ 1) /2 V (P 2/ (n+ 1) ) 1/ n �

n! ( n+ 1) n/ 2

21/ 2 n( n+ 1)/ 2
V ( 2n/ 2 n!

n+ 1
V ( R

nr
) 1/ ( n+ 1) ) 1/n . (19)

( 19) 式两边 n/ ( n+ 1) 次方并整理即得( 13) 式, 并且(13) 式中等号成立当且仅当 � 为正则单形.

定理 4 的证明 � 由定理 3 及引理 3,得

Rn / V - n! ( nn

( n + 1) n+ 1
) 1/ 2 � n!( nn

( n+ 1) n+ 1
) 1/2 ( ( R

nr
) - 1) � n! ( nn

( n + 1) n+ 1
) 1/ 2 �

1

( n + 1) 2 n( n- 1)
(
d( �, ��)

R
) 2 =

n!
n- 1

(
nn- 2

( n + 1) n+ 5 ) 1/2 (
d( � , ��)

R
) 2 ,

( �
n

i= 0

m i) n/ ( n+ 1) / V -
n! (n + 1) (n- 1) / 2

nn/ 2 � n! (n + 1) ( n- 1)/ 2

nn/ 2 ( (
R
nr

) 1/ ( n+ 1)2 - 1) � n!( n+ 1) ( n- 1)/ 2

nn/2 �

1
( n + 1) 4 n( n- 1)

( d( �, ��)
R

) 2 = n!
n- 1

( ( n+ 1) n- 9

nn+ 2
) 1/2 ( d( �, ��)

R
) 2 .

即(14) , (15) 式成立, 并且由引理 3 知(14) , (15) 式中等号成立当且仅当 � 为正则单形.
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Stability Versions of Veljian-Korchmaros Inequality of an

n-Simplex and Applications

ZHANG Yao

( Mathematics and Computer Science Colleg e, H unan No rmal Univer sity, Changsha 410081, China)

Abstract: The author gives the stability versions of Veljian- Ko rchmaro s inequality o f an n-simplex . In ap-

plicat ion, the autho r also g ives the stability versions o f the inequalit ies concerning the volume, circumra-

dius and median of an n-simplex.

Key words: stability versions; inequality of an n-simplex; volume; cir cumradius; median
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