
第 30卷 第 4期 吉首大学学报(自然科学版) Vol. 30 No. 4

2009年 7月 Journal of Jish ou U nivers ity ( Natu ral Science Edit ion) Ju l. 2009

文章编号: 1007- 2985( 2009) 04- 0034- 03

基于极小作用原理的 Lagrange系统

周期解的存在性
*

张 俐
(湖南商务职业技术学院, 湖南 长沙 410205)

摘 要: 利用变分方法中的极小作用原理在一定的条件下讨论了 L agr ang e系统周期解的存在性.介绍了极小作用原

理, 给出了从讨论 L agr ang e系统的周期解的存在性到讨论相应的泛函临界点的存在性的转化, 在强制性条件下讨论了 L a-

gr ang e系统周期解的存在性.
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1 极小作用原理
设 X 是自反的 Banach空间, 是其上弱下半连续的泛函,若 有一个有界的极小化序列,则 在X 上

达到极小值.

利用极小作用原理来判断一个泛函是否存在极值的问题, 不同情况下需要有不同的条件和要求.假设

函数 连续,对于 的任意一个极小化序列{ uk } ,存在实数 u使得 ( u) = inf 的充分条件是{ uk } 有子列

收敛到实数 u.如果没有对 适当的连续性假设,这个条件不是充分的. 为了 ( u) = inf ,必须加强条件使

得类似于lim
k

( uk ) ( u) 的不等式成立.

紧集(有界闭集) 上的连续函数必下方有界且达到下确界,即在 R
N 中,函数的收敛的极小化序列的存

在性等价于有界序列的存在性. 由于变分学、最优化和数学物理的需要, 有必要将这些结果推广到无穷维

空间.又因为自反的 Banach空间的有界集是弱列紧的, 而以上领域中出现的空间许多是自反的空间,通过

引进弱连续(弱下半连续) 的定义, 就可以在有界集上考虑许多重要的泛函的极值问题.

2 Lagrange系统周期解存在性
考虑 Lag rang e系统

d
dt
D yL ( t , u( t) , u( t) ) = D xL ( t, u( t) , u( t ) ) ,

u(0) - u( T ) = u(0) - u( T ) = 0,

(1)

其中 T > 0. Lag rang e函数

L : [ 0, T ] R
N

R
N

R, x = ( x 1 , x 2 , , x N ) , y = ( y 1 , y 2 , , yN ) , x , y R
N
,

L ( t , x , y ) =
1
2

N

i= 1

N

j = 1

aij ( t , x ) y iy j + V( t , x ) , aij C(R
N
, R) ( i , j = 1, , N ) , V : [ 0, T ] R

N
R满足条

件( A) :

V ( t, x ) 对于每个 x R
N 关于 t是可测的,对 a. e. t [ 0, T ] 关于 x 是连续可微的,且存在 a C(R

+
,

R
+
) , b L

1
( [ 0, T ] ; R

+
) ,使得 | V ( t , x ) | a( | x | ) b( t) , | V ( t , x ) | a( | x | ) b( t) 对所有 x R

N
和
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a. e. t [ 0, T ] 成立.

当 a ij = 1时, ( 1) 式约化为下列形式:

( t) = V ( t , u( t) ) ,

u( 0) - u( T ) = u(0) - u( T ) = 0.
(2)

即为二阶 H am ilton系统.

用变分法研究二阶 H am ilto n系统就是将(2) 式的解的问题转化为求泛函

( u) =
1
2

T

0
| u( t) |

2 dt +
T

0
V ( t, u( t ) )dt.

在 H ilber t空间 H
1
T 上的临界点问题, 其中

H
1
T = { u: [ 0, T ] R

N
| u 绝对连续, u( 0) = u( T) , u L

2
(0, T ; R

N
) } ,

具有范数

u = (
T

0
| u( t) |

2 dt +
T

0
| u( t) |

2dt) 1/ 2
.

特别地,若 在H
1
T 上达到最小值,则(2) 有周期解.在条件(A) 下,泛函是弱下半连续的,只要 有一个有

界的极小化序列, 由极小作用原理就能保证 达到极小值.而 的强制性能推出 的每一个极小化序列都

是有界的.因此,要得出周期解存在性,关键是给出 V 各种不同的条件来保证 有有界的极小化序列.

3 强制性条件下的相关结论
考虑系统(1) 及二阶H amilton系统( 2) .强制性条件是当 | x | 时, V ( t , x ) 关于 t [ 0, T ] 一致地

趋于+ ,其相关结论如下:

定理 1[ 1] 设 V( t, x ) 满足条件( A) ,且当 | x | 时, V ( t , x ) 对 a. e. t [ 0, T ] 一致地趋于+ ,

则系统(2) 在空间 H
1
T 中至少有 1个解使得 达到极小值.

定理 2[ 2] 设 V( t, x ) 满足条件( A) ,且当 | x | 时, V ( t, x ) 对 a. e. t [ 0, T ] 一致地趋于+ ,

若 e L
1
(0, T ; R

N
) 满足

T

0
e( t) dt = 0, 则系统

( t ) = V( t, ( t) ) + e( t ) ,

u(0) - u( T) = u(0) - u( T) = 0

至少有 1个解使得 达到极小值.

如果位势函数为凸函数,那么有以下结果:

定理3
[ 2]

若V 满足条件(A) , 当 | x | 时,
T

0
V( t, x )dt + ,且V ( t , x ) 对 a. e. t [ 0, T ] 是凸

的,则系统(2) 在空间 H
1
T 中至少有 1个解使得 达到极小值.

笔者考虑 Lag rang e系统,在文献[ 3] 中, 位势函数分为两部分的情况, 分别满足强制性条件和有界性

条件,在次条件下得到解的存在性结果.

定理 4[ 3] 设文献[ 4] 中条件( L) 成立,假定 V = V 1 + V 2 , V 1 和 V 2 满足文献[ 4] 中条件(V) , 且当 |

x | 时对几乎所有的 t [ 0, T ] ,一致地有 V 1( t , x ) + .若存在常数 C0 R和函数g L
1
(0, T ;

R
+
) ,使得对所有的 x R

N 和几乎所有的 t [ 0, T ] 有 | D xV 2( t , x ) | g ( t) , 且对所有的 x R
N 有

T

0
V 2( t , x ) dt C0 ,则 Lag rang e系统(1) 至少有 1个解极小化 .

笔者在以上定理的基础上推广了强制性条件,结论如下:

定理 5 若 V( t, x ) 满足条件( A) , V ( t, x ) = V 1( t, x ) + V 2( t, x ) ,其中 V 1( t , x ) 满足条件:当 | x |

时,
T

0
V 1( t , x )dt + , (3)

并且 V 1( t, x ) 对 a. e. t [ 0, T ] 关于 x 是凸的. V 2( t, x ) 满足:存在 h( t) L
1
( 0, T ; R

+
) ,使得 V 2( t, x )

h( t) ,则系统( 1) 在空间 H
1
T 中至少有 1个解使得 达到极小值.
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证明 根据假设,在 R
N 上定义实函数 x

T

0
V 1( t, x )dt ,则有1个极小点 x 0 ,使得

T

0
V 1( t, x 0 )dt =

0. 令{ uk } 为 的一个极小化序列,由文献[ 2] 及 Sobolev 不等式,得

( uk ) =
1
2

T

0
| uk ( t) |

2
dt+

T

0
( V 1( t, uk ) + V 2( t , uk ) )dt

1
2

T

0
| uk ( t) |

2
dt +

T

0
V 1 ( t , x 0)dt +

T

0
h( t)dt +

T

0
( V 1( t , x 0) , uk - x 0)dt = 1

2

T

0
| uk ( t ) |

2dt +
T

0
V 1( t , x 0) dt +

T

0
h( t)dt +

T

0
( V 1( t , x 0) , uk ( t) ) dt 1

2

T

0
| uk ( t) |

2dt +
T

0
V 1( t, x 0 )dt+

T

0
h( t)dt - (

T

0
| V 1( t, x 0) | dt) uk

1
2

T

0
| uk ( t) |

2dt- C1 - C2(
T

0
| uk ( t ) |

2dt) 1/ 2
.

其中: uk = uk + uk ; uk = ( 1/ T )
T

0
uk ( t)dt; C1 , C2 > 0. 所以存在常数 C3 > 0, C4 > 0, 使得

T

0
| uk ( t) |

2
dt C3 . (4)

由 Sobolev 不等式得到 uk C4 ,所以{ uk } 有界.

由 V 1 的凸性,对 a. e. t [ 0, T ] 及所有 k N,

V 1 ( t, uk / 2) = V 1( t,
1
2
( uk( t) - uk ( t ) ) )

1
2
V 1( t, uk ( t ) ) +

1
2
V 1( t, - uk ( t ) ) .

所以

( uk )
1
2

T

0
| uk ( t) |

2
dt + 2

T

0
V 1( t , uk / 2)dt-

T

0
V 1( t, - uk )dt+

T

0
h( t)dt.

由(4) 及条件(A) ,存在 C5 > 0,使得 ( uk ) 2
T

0
V 1( t , uk / 2)dt- C5 , 所以由条件(3) , { uk } 有界,从而{ uk }

有界.根据极小作用原理,定理 5得证.
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Periodic Solutions of Some Lagrange Systems Based on Least Action Principle

ZH ANG Li

( Hunan Vo cat ional Co lleg e of Commer ce, Changsha 410205, China)

Abstract:T he periodic solut io ns of som e Lagrange sy stems w ith suitable condit ions are studied thro ug h

the least act ion principle theorems in variat io nal methods. T he author presents so me applications of the

least principle on Lagrange system s. T he autho r int roduces the results o btained by the least action princ-i

ple and the study of the t ransfor mat io n of the periodic solut io ns of Lagr ange system s to the so lut ions of

corresponding Euler equat io n. The periodic solut io ns of some Lagrange system s are studied with the co er-

civity co ndit ions.
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