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摘  要: 阐明了 v阶 Ste iner三连系构造的基本思路, 给出了完全图 K v 的边矩阵的定义 ,提出了 2t+ 1阶 Steiner三连系

构造的一种方法. 介绍了依据已存 15阶 S teiner三连系 ST ( 15)构造 31阶 Ste iner三连系的全过程,并讨论了 2t+ 1阶 Ste iner

三连系的计数问题.
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区组设计理论是组合数学的一个重要分支, 它在试验设计、竞赛安排及数字通讯等许多领域中均有重要作用. 早在

1850年, K irkm an提出了一个有趣的 / 15名女生0问题, 并于同年做出解答. 1971年, D. R. Ray-Chau ldhur i与 R. M. W ilson共

同发表论文 / K irkm an女生问题的解0以阐明 6n + 3阶 K irkm an三连系的构造.百余年来, 就是否对每个 n = 0, 1, 2, 3, ,总

是存在 6n + 3阶 K irkm an三连系, 一直是个难题 [ 1- 4] . 1971年, 中国数学家陆家羲提出了 BIBD设计可分解的充要条件 [ 5] .

1 基本思路
设 G ( V, E )为一完全图 K v, 若完全图 K v 的阶数 v = 2t + 1, t为已存 Ste iner三连系的阶数,则 2t+ 1阶 Ste iner三连系的

构造等价于 2t+ 1阶完全图K v的 v( v - 1) /6个完全图K 3的分解; 然而,当完全图 K v的阶数 v较高时,将完全图 K v直接分解

出 v( v - 1) /6个完全图K 3是相当困难的,倘若将完全图K v先分解出 t个完全图 K ( i )
3 和 t( t- 1) /6个完全三分图 K ( i, j, k)

2, 2, 2 , 再

让 t( t- 1) /6个完全三分图 K ( i, j, k )
2, 2, 2 各分解出 2 @ 2个完全图 K 3, 则 t( t - 1) /6个完全三分图 K ( i, j, k)

2, 2, 2 中的 t( t - 1) /6个完全

三分图 K 3和 t个完全图K ( i)
3 恰好构成 v = 2t + 1阶 S te iner三连系中的 v ( v - 1) /6个区组. 至于完全图K v的 t个完全图K ( i )

3

及 t( t- 1) /6个完全三分图 K ( i, j, k)
2, 2, 2 的分解, 以及将 t( t - 1) /6个完全三分图 K ( i, j, k )

2, 2, 2 各分解出 2 @ 2个完全图 K 3, 则需要借助

于一个有效工具 ) ) ) 完全图 K v的边矩阵来实现
[ 6- 9] .

定义 1 设 G (V, E )为一完全图K v,若将完全图 K v中的 v( v - 1) /2个边按自然顺序排成上三角阵, 使得K v的任意边 v iv j

分别与项 v i和 v j相关联, 则所得到的上三角阵就称为完全图 K v的边矩阵, 并记为 Kvc,

K vc=

v2 v3 v4 v5 v6 v7 , vn

12 13 14 15 16 17 , 1n

23 24 25 26 27 , 2n

34 35 36 37 , 3n

45 46 47 , 4n

56 57 , 5n

6
7

, 6
n

w s

( n - 1)
n

 

v1

v2

v3

v4

v5

v
6

s

v
n- 1

.
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2 31阶 Steiner三连系的构造
31阶 S te ine r三连系为 v = 2t + 1阶 S te ine r三连系, 是以 t = 15为已存 Ste iner三连系的阶而得到的 v = 2t+ 1阶 Ste iner

三连系. 用于构造 31阶 S te iner三连系的 15阶 Ste ine r三连系 ST ( 15)如下:

ST ( 15) = {ò1, 2, 3ó, ò1, 4, 5ó, ò1, 6, 7ó, ò1, 8, 9ó, ò1, 10, 11ó, ò1, 12, 13ó, ò1, 14, 15ó, ò2, 9, 11ó, ò2, 12, 14ó, ò2, 5,

7ó, ò2, 13, 15ó, ò2, 8, 10ó, ò2, 4, 6ó, ò3, 12, 15ó, ò3, 8, 11ó, ò3, 13, 14ó, ò3, 5, 6ó, ò3, 4, 7ó, ò3, 9, 10ó, ò4, 10, 14ó, ò4, 9,
13ó, ò4, 11, 15ó, ò4, 8, 12ó, ò5, 9, 12ó, ò5, 8, 13ó, ò5, 11, 14ó, ò5, 10, 15ó, ò6, 11, 13ó, ò6, 8, 14ó, ò6, 10, 12ó, ò7, 8, 15ó, ò7,

10, 13ó, ò7, 9, 14ó, ò7, 11, 12ó}.

以 ST ( 15) 作为已存 15阶 S te iner三连系, 对 t = 15的 31阶 S te ine r三连系的构造可概括为下列步骤:

S tep 1 将 31阶完全图 K 31的 31( 31 - 1) /2个边排成上三角阵, 得完全图 K 31的边矩阵 K 31 c.

S tep 2 将完全图 K 31的边矩阵 K 31c划分为 t = 15个完全图 K ( 1)
3 , K ( 2)

3 , K ( 3)
3 , ,, K ( 15)

3 和 t( t- 1) /2 = 105个完全二分

图的边矩阵 K ( i, j)
2, 2 , K ( i, k )

2, 2 , K ( j, k )
2, 2 :

K 31 c=

v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 , v31

12 13 14 15 16 17 18 , 131

23 24 25 26 27 28 , 231

34 35 36 37 38 , 331

45 46 47 48 , 431

56 57 58 , 531

66 67 , 631

78 , 731

w s

3031

 
v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

s

v31

, K 31c =

v2 v3 v4 , v15

K ( 1)
3 K (1, 2)

2, 2 K (1, 3)
2, 2 K (1, 4)

2, 2 , K (1, 15)
2, 2

K ( 2)
3 K (2, 3)

2, 2 K (2, 4)
2, 2 , K (2, 15)

2, 2

K ( 3)
3 K (3, 4)

2, 2 , K (3, 15)
2, 2

K ( 4)

3
, K (4, 15)

3

w s

K ( 15)
3

 

v
1

v2

v3

v4

s

v15

;

K ( 1)

3
= ò1, 2, 3ó, K ( 2)

3
= ò1, 4, 5ó, K ( 3)

3
= ò1, 6, 7ó, K ( 4)

3
= ò1, 8, 9ó, K ( 5)

3
= ò1, 10, 11ó, ,, K ( 15)

3
= ò1, 14, 15ó;

K ( 1, 2)
2, 2 =

24 25

34 35
, K ( 1, 3)

2, 2 =
26 27

36 37
, K ( 1, 4)

2, 2 =
28 29

38 39
, K ( 1, 5)

2, 2 =
210 211

310 311
,

K ( 1, 6)
2, 2 =

2
12

2
13

312 313
, K ( 1, 7)

2, 2 =
2
14

2
15

314 315
, ,, K ( 1, 31)

2, 2 =
1
30

1
31

130 131
, K ( 2, 3)

2, 2 =
4
6

4
7

56 57
,

K ( 2, 4)
2, 2 =

48 49

58 59
, K ( 2, 5)

2, 2 =
410 411

510 511
, ,, K ( 2, 31)

2, 2 =
430 431

530 531
, K ( 3, 4)

2, 2 =
68 69

78 79
,

K ( 3, 5)
2, 2 =

610 611

710 711

, K ( 3, 6)
2, 2 =

612 613

712 713

, ,, K ( 3, 31)
2, 2 =

630 631

730 731

, K ( 4, 5)
2, 2 =

810 811

910 911

,

K ( 4, 6)
2, 2

=
812 813

912 913

, K ( 4, 7)
2, 2

=
814 815

914 915

, ,, K (4, 31)
2, 2

=
830 831

930 931

, K (5, 6)
2, 2

=
1012 1013

1112 1113

,

K ( 5, 7)
2, 2 =

1014 1015

1114 1115
, K ( 5, 8)

2, 2 =
1016 1017

1116 1117
, ,, K ( 5, 31)

2, 2 =
1030 1031

1130 1131
, K ( 6, 7)

2, 2 =
1214 1215

1314 1315
,

K ( 6, 8)
2, 2 =

1216 1217

1316 1317
, K ( 6, 9)

2, 2 =
1218 1219

1318 1319
, ,, K ( 6, 31)

2, 2 =
1230 1231

1330 1331
, K ( 7, 8)

2, 2 =
1416 1417

1516 1517
,

K ( 7, 9)
2, 2 =

14
18

14
19

1518 1519
, ,, K (7, 10)

2, 2 =
14

20
14

21

1520 1521
, ,, K ( 7, 31)

2, 2 =
14

30
14

31

1530 1531
, K ( 8, 9)

2, 2 =
16

18
16

19

1718 1719
,

K ( 8, 10)
2, 2 =

1620 1621

1720 1721
, K ( 8, 11)

2, 2 =
1622 1623

1722 1723
, ,, K ( 8, 31)

2, 2 =
1630 1631

1730 1731
, K ( 9, 10)

2, 2 =
1820 1821

1920 1921
,

K ( 9, 11)
2, 2 =

1822 1823

19
22

19
23

, K (9, 12)
2, 2 =

1824 1825

19
24

19
25

, ,, K ( 9, 31)
2, 2 =

1830 1831

19
30

19
31

, K ( 10, 11)
2, 2 =

2022 2023

21
22

21
23

,

K ( 10, 12)
2, 2

=
2024 2025

2124 2125

, K ( 10, 13)
2, 2

=
2026 2027

2126 2127

, ,, K ( 10, 31)
2, 2

=
2030 2031

2130 2131

, K ( 11, 12)
2, 2

=
2224 2225

2324 2325

,

K ( 11, 13)
2, 2 =

2226 2227

2326 2327
, K ( 11, 14)

2, 2 =
2228 2229

2328 2329
, ,, K ( 11, 31)

2, 2 =
2230 2231

2330 2331
, K ( 12, 13)

2, 2 =
2426 2427

2526 2527
,
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K ( 12, 14)
2, 2 =

2428 2429

2528 2529
, K ( 12, 15)

2, 2 =
2430 2431

2530 2531
, K ( 13, 14)

2, 2 =
2628 2629

2728 2729
, K ( 14, 15)

2, 2 =
2830 2831

2930 2931
.

S tep 3 据 15阶 Ste iner三连系 ST ( 15)中的 v ( v - 1) /6 = 35个区组将 t( t- 1) /2 = 105个完全二分图的边矩阵 K ( i, j )

2, 2

中的边 v ivj 与 K ( i, k )
2, 2 , K ( j, k )

2, 2 中的边 v ivk 和边 v jvk 构成完全图 K ( i)
3 = ò i, j, kó, 即让边矩阵 K ( i, j )

2, 2 , K ( i, k )
2, 2 , K ( j, k )

2, 2 重叠成 v ( v - 1) /6

= 35个各由 2 @ 2 = 4个完全 K 3构成的完全三分图立方边矩阵 K ( i, j, k )
2, 2, 2 = K ( i, j) G Kc( i, k )

2, 2 G K c( j, k )
2, 2 . K c( i, k )

2, 2 , K c(j, k )
2, 2 表示边矩阵

K ( i, k )
2, 2 , K ( j, k)

2, 2 各自边的位置是经过调整的.按照 K ( i, j, k )
2, 2, 2 = K ( i, j ) G K c( i, k )

2, 2 G K c( j, k )
2, 2 得到的 35个完全三分图立方边矩阵 K (1, 2, 3)

2, 2, 2 ,

K ( 1, 4, 5)
2, 2, 2 , K ( 1, 6, 7)

2, 2, 2 , K ( 1, 8, 9)
2, 2, 2 , K ( 1, 10, 11)

2, 2, 2 , K ( 1, 12, 13)
2, 2, 2 , K ( 1, 14, 15)

2, 2, 2 , K ( 2, 4, 6)
2, 2, 2 , ,, K ( 7, 11, 12)

2, 2, 2 表述为:

K (1, 2, 3)
2, 2, 2 =

ò2, 4, 6ó ò2, 5, 7ó

ò3, 4, 7ó ò3, 5, 6ó
, K ( 1, 4, 5)

2, 2, 2 =
ò2, 8, 10ó ò2, 9, 11ó

ò3, 8, 11ó ò3, 9, 10ó
, K (1, 6, 7)

2, 2, 2 =
ò2, 12, 14ó ò2, 13, 15ó

ò3, 12, 15ó ò3, 13, 14ó
,

K ( 1, 8, 9)
2, 2, 2 =

ò2, 16, 18ó ò2, 17, 19ó

ò3, 16, 19ó ò3, 17, 18ó
, K ( 1, 10, 11)

2, 2, 2 =
ò2, 20, 22ó ò2, 21, 23ó

ò3, 20, 23ó ò3, 21, 22ó
, K ( 1, 12, 13)

2, 2, 2 =
ò2, 24, 26ó ò2, 25, 27ó

ò3, 24, 27ó ò3, 25, 26ó
,

K ( 1, 14, 15)
2, 2, 2 =

ò2, 28, 30ó ò2, 29, 31ó

ò3, 28, 31ó ò3, 29, 30ó
, K ( 2, 4, 6)

2, 2, 2 =
ò4, 8, 12ó ò4, 9, 13ó

ò5, 8, 13ó ò5, 9, 12ó
, K ( 2, 5, 7)

2, 2, 2 =
ò4, 10, 14ó ò4, 11, 15ó

ò5, 10, 15ó ò5, 11, 14ó
,

K ( 2, 8, 10)
2, 2, 2 =

ò4, 16, 20ó ò4, 17, 21ó

ò5, 16, 21ó ò5, 17, 20ó
, K (2, 9, 11)

2, 2, 2 =
ò4, 18, 22ó ò4, 19, 23ó

ò5, 18, 23ó ò5, 19, 22ó
, K ( 2, 12, 14)

2, 2, 2 =
ò4, 24, 28ó ò4, 25, 29ó

ò5, 24, 29ó ò5, 25, 28ó
,

K ( 2, 13, 15)
2, 2, 2 =

ò4, 26, 30ó ò4, 27, 31ó

ò5, 26, 31ó ò5, 27, 30ó
, K ( 3, 4, 7)

2, 2, 2 =
ò6, 8, 14ó ò6, 9, 15ó

ò7, 8, 15ó ò7, 9, 14ó
, K ( 3, 5, 6)

2, 2, 2 =
ò6, 10, 12ó ò6, 11, 13ó

ò7, 10, 13ó ò7, 11, 12ó
,

K ( 3, 8, 11)
2, 2, 2 =

ò6, 8, 22ó ò6, 7, 23ó

ò7, 16, 23ó ò7, 17, 22ó
, K (3, 9, 10)

2, 2, 2 =
ò6, 8, 20ó ò6, 19, 21ó

ò7, 18, 21ó ò7, 19, 20ó
, K ( 3, 12, 15)

2, 2, 2 =
ò6, 24, 30ó ò6, 25, 31ó

ò7, 24, 31ó ò7, 25, 30ó
,

K ( 3, 13, 14)

2, 2, 2
=

ò6, 26, 28ó ò6, 27, 29ó

ò7, 26, 29ó ò7, 27, 28ó
, K ( 4, 8, 12)

2, 2, 2
=

ò8, 16, 24ó ò8, 17, 25ó

ò9, 16, 25ó ò9, 17, 24ó
, K ( 4, 9, 13)

2, 2, 2
=

ò8, 18, 26ó ò8, 19, 27ó

ò9, 18, 27ó ò9, 19, 26ó
,

K ( 4, 10, 14)
2, 2, 2 =

ò8, 20, 28ó ò8, 21, 29ó

ò9, 20, 29ó ò9, 21, 28ó
, K ( 4, 11, 15)

2, 2, 2 =
ò8, 22, 30ó ò8, 23, 31ó

ò9, 22, 31ó ò9, 23, 30ó
, K ( 5, 8, 13)

2, 2, 2 =
ò10, 16, 26ó ò10, 17, 27ó

ò11, 16, 27ó ò11, 17, 26ó
,

K ( 5, 9, 12)
2, 2, 2 =

ò10, 18, 24ó ò10, 19, 25ó

ò11, 18, 25ó ò11, 19, 24ó
, K ( 5, 11, 14)

2, 2, 2 =
ò10, 22, 28ó ò10, 23, 29ó

ò11, 22, 29ó ò11, 23, 28ó
, K ( 5, 10, 15)

2, 2, 2 =
ò10, 20, 30ó ò10, 21, 31ó

ò11, 20, 31ó ò11, 21, 30ó
,

K ( 6, 8, 14)
2, 2, 2 =

ò12, 16, 28ó ò12, 17, 29ó

ò13, 16, 29ó ò13, 17, 28ó
, K ( 6, 9, 15)

2, 2, 2 =
ò12, 18, 30ó ò12, 19, 31ó

ò3, 18, 31ó ò13, 19, 30ó
, K ( 6, 10, 12)

2, 2, 2 =
ò12, 20, 24ó ò12, 21, 25ó

ò13, 20, 25ó ò13, 21, 24ó
,

K ( 6, 11, 13)
2, 2, 2 =

ò12, 22, 26ó ò12, 23, 27ó

ò13, 22, 27ó ò13, 23, 26ó
, K ( 7, 8, 15)

2, 2, 2 =
ò14, 16, 30ó ò14, 17, 31ó

ò15, 16, 31ó ò15, 17, 30ó
, K ( 7, 9, 14)

2, 2, 2 =
ò14, 18, 28ó ò14, 19, 29ó

ò15, 18, 29ó ò15, 19, 28ó
,

K ( 7, 10, 13)
2, 2, 2 =

ò14, 20, 26ó ò14, 21, 27ó

ò15, 20, 27ó ò15, 21, 26ó
, K ( 7, 11, 12)

2, 2, 2 =
ò14, 22, 24ó ò14, 23, 25ó

ò15, 22, 25ó ò15, 23, 24ó
.

S tep 4 让 15个完全图 K ( 1)
3 , K ( 2)

3 , K ( 3)
3 , ,, K ( 15)

3 和 t( t - 1) /6 = 35个完全三分图立方边矩阵 K ( i, j, k )
2, 2, 2 中的 4t( t- 1) /6

= 140个完全图 K 3恰好构成 31阶 Steiner三连系 ST ( 1) ( 31)中的 v( v - 1) /6 = 155个区组:

ST ( 1) ( 31) = {ò1, 2, 3ó, ò1, 4, 5ó, ò1, 6, 7ó, ò1, 8, 9ó, ò1, 10, 11ó, ò1, 12, 13ó, ò1, 14, 15ó, ò1, 16, 17ó, ò1, 18, 19ó, ò1,

20, 21ó, ò1, 22, 23ó, ò1, 24, 25ó, ò1, 26, 27ó, ò1, 28, 29ó, ò1, 30, 31ó, ò2, 4, 6ó, ò2, 5, 7ó, ò2, 8, 10ó, ò2, 9, 11ó, ò2, 12, 14ó,

ò2, 13, 15ó, ò2, 16, 18ó, ò2, 17, 19ó, ò2, 20, 22ó, ò2, 21, 23ó, ò2, 24, 26ó, ò2, 25, 27ó, ò2, 26, 28ó, ò2, 27, 29ó, ò2, 28, 30ó, ò2,

29, 31ó, ò3, 4, 7ó, ò3, 5, 6ó, ò3, 8, 11ó, ò3, 9, 10ó, ò3, 12, 15ó, ò3, 13, 14ó, ò3, 16, 19ó, ò3, 17, 18ó, ò3, 20, 23ó, ò3, 21, 22ó,

ò3, 24, 27ó, ò3, 25, 26ó, ò3, 28, 31ó, ò3, 29, 30ó, ò4, 8, 12ó, ò4, 9, 13ó, ò4, 10, 14ó, ò4, 11, 15ó, ò4, 16, 20ó, ò4, 17, 21ó, ò4,

18, 22ó, ò4, 19, 23ó, ò4, 24, 28ó, ò4, 25, 29ó, ò4, 26, 30ó, ò4, 27, 31ó, ò5, 8, 13ó, ò5, 19, 12ó, ò5, 10, 15ó, ò5, 11, 14ó, ò5, 16,

21ó, ò5, 17, 20ó, ò5, 18, 23ó, ò5, 19, 22ó, ò5, 24, 29ó, ò5, 25, 28ó, ò5, 26, 31ó, ò5, 27, 30ó, ò6, 8, 14ó, ò6, 9, 15ó, ò6, 10, 12ó,

ò6, 11, 13ó, ò6, 16, 22ó, ò6, 17, 23ó, ò6, 17, 23ó, ò6, 18, 20ó, ò6, 19, 21ó, ò6, 24, 30ó, ò6, 25, 31ó, ò6, 26, 28ó, ò6, 27, 29ó, ò7,

8, 15ó, ò7, 9, 14ó, ò7, 10, 13ó, ò7, 11, 12ó, ò7, 16, 23ó, ò7, 16, 23ó, ò7, 17, 22ó, ò7, 18, 21ó, ò7, 19, 20ó, ò7, 24, 31ó, ò7, 25,

30ó, ò7, 26, 29ó, ò7, 27, 28ó, ò8, 16, 24ó, ò8, 17, 25ó, ò8, 18, 26ó, ò8, 19, 27ó, ò8, 20, 28ó, ò8, 21, 29ó, ò8, 22, 30ó, ò8, 23,

31ó, ò9, 16, 25ó, ò9, 17, 24ó, ò9, 18, 27ó, ò9, 19, 26ó, ò9, 20, 29ó, ò9, 21, 28ó, ò9, 22, 31ó, ò9, 23, 30ó, ò10, 16, 26ó, ò10, 17,

27ó, ò10, 18, 24ó, ò10, 19, 25ó, ò10, 22, 28ó, ò10, 23, 29ó, ò10, 20, 30ó, ò10, 21, 31ó, ò11, 16, 27ó, ò11, 17, 26ó, ò11, 18, 25ó,

ò11, 19, 24ó, ò11, 22, 29ó, ò11, 23, 28ó, ò11, 20, 31ó, ò11, 21, 30ó, ò12, 16, 28ó, ò12, 17, 29ó, ò12, 18, 30ó, ò12, 19, 31ó, ò12,

20, 24ó, ò12, 21, 25ó, ò12, 22, 26ó, ò12, 23, 27ó, ò13, 16, 29ó, ò13, 17, 28ó, ò13, 18, 31ó, ò13, 19, 30ó, ò13, 20, 25ó, ò13, 21,

24ó, ò13, 22, 27ó, ò13, 23, 26ó, ò14, 16, 30ó, ò14, 17, 31ó, ò14, 18, 28ó, ò14, 19, 29ó, ò14, 20, 26ó, ò14, 21, 27ó, ò14, 22, 24ó,
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ò14, 23, 25ó, ò15, 16, 31ó, ò15, 17, 30ó, ò15, 18, 29ó, ò15, 19, 28ó, ò15, 20, 27ó, ò15, 21, 26ó, ò15, 22, 25ó, ò15, 23, 24ó} .

3 31阶 Steiner三连系的计数
31阶 Ste iner三连系 ST ( 1) ( 31)是依据边矩阵 K 31 c的完全三分图的边矩阵 K ( i, j, k )

2, 2, 2 的划分方案得出的, 边矩阵 K ( i, j, k)
2, 2, 2 的划

分方案共有N ( 1) = 31个, 而将 t( t - 1) /2 = 105个完全二分图的边矩阵 K ( i, j )
2, 2 , K ( i, k )

2, 2 , K ( j, k )
2, 2 并成 t( t - 1) /6 = 35个完全二分

图的立方边矩阵 K ( i, j, k)
2, 2, 2 的方案数 N ( 2) = 2. 据乘法法则, 31阶 S te ine r三连系的个数 N = N ( 1) @N ( 2) = 31 @ 2 = 62.

4 结语
该研究为图论研究提供了一个工具, 即借助完全图K v的边矩阵 Kvc, 利用边矩阵K vc可构造任意 2t+ 1阶 S te iner三连系,

并提出一种 2t + 1阶 S te ine r三连系构造的方法,解决了 2t + 1阶 S te ine r三连系的计数问题 .
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Construction and Enum eration of Steiner Triple System ofOrder 31
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2. Schoo l o fM athem atics and System s Sc ience, Shenyang Norm a lUn iversity, Shenyang 110034, China)

Abstract: The basic concept o f constructing S te iner trip le system of o rder v is described. The defin it ion o f edge

matrix of a comp lete graphKv is given. A method o f constructing Ste iner triple system o f order 2t+ 1 is proposed.

The ent ire procedures o f constructing Ste iner triple system o f order 31 according to the ste iner triple system o f or-

der 15 is explicated. The enumerat ion problem of S te iner triple system is discussed.

Key words: Steiner trip le system; construct ion; o rder; comp lete graph; edge matrix
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