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广义Mersenne数中的奇完全数
*

乐茂华
(湛江师范学院数学系, 广东 湛江  524048)

摘  要: 设 p是奇素数, a和 b是适合 a > b, gcd( a, b) = 1的正整数.设 f ( a, b, p ) = ( ap - bp ) /( a - b ).运用初等数论

方法证明了当 log a [ m ax( 7 log p, ( 2p- 1 - 1) log p )时, f ( a, b, p ) 不是奇完全数.
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1 问题的提出及主要结果
对于正整数 x,设 R ( x )是 x的不同约数之和. 若 x适合

R ( x ) = 2x, (1)

则称 x是完全数. 早在古希腊时代, Euc lid就已经在著名的 5E lem en ts6一书中给出了完全数的定义,并且

证明了:若 p和 2
p

- 1都是素数, 则

x = 2
p- 1
( 2

p
- 1) (2)

必为偶完全数. 由此可知 6, 28, 496等都是偶完全数. 2 000多 a后, L. Eu ler
[ 1]
进一步证明了:若 x是偶完全

数,则 x必可表成 ( 2)之形,其中 p和 2
p
- 1都是素数.同时,由于迄今未发现奇完全数,因此奇完全数的存

在性一直是数论中引人关注的课题 (参见文献 [ 2]的问题 B1).

2 000 a以来,人们开始讨论某些特殊形状正整数中的奇完全数. 例如: F. Luca
[ 3]
证明了任何 Ferma t

数 2
2n
+ 1都不是奇完全数;沈忠华等

[ 4]
证明了当 a, b是适合 a > b, gcd( a, b) = 1以及 a ¢ b(mod 2)的

正整数时, a
2a
+ b

2a
不是奇完全数; 李伟勋

[ 5]
证明了任何 M ersenne数 2

p

- 1都不是奇完全数.

设 p是奇素数, a和 b是适合 a > b以及 gcd( a, b) = 1的正整数. 设

f ( a, b, p ) =
a
p
- b

p

a - b
. (3)

由于从 (3)可知 f ( 2, 1, p ) = 2
p

- 1就是通常的 Mersenne数,因此 f ( a, b, p )统称为广义 Mersenne数. 笔者

运用初等数论方法证明了以下一般性结果:

定理 1 log a [ max( 7log p, (2
p- 1
- 1) log p )时, f ( a, b, p )都不是奇完全数.

因为奇素数 p \ 3,所以根据上述定理直接可得以下推论:

推论 1 当 a [ 2 187时, f ( a, b, p ) 都不是奇完全数.

显然,文献 [ 5] 中的结果是上述推论的特例. 另外,笔者提出以下猜想:

猜想 1 任何广义 M ersenne数都不是奇完全数.

2 相关引理
引理 1 若 x = p

r1
1 ,prkk 是正整数 x的标准分解式,则
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R ( x ) = F
k

i= 1

p
ri+ 1
i - 1

p i - 1
.

证明参见文献 [ 6]的定理 1. 9. 1.

引理 2 f ( a, b, p )的素数因数 q都满足 q S 1(mod 2
p
).

证明参见文献 [ 6]的定理 5. 12. 1的证明过程.

引理 3 若 x是奇完全数,则 x的标准分解式必可表成

x = q
r0
0 q

2r1
1 ,q2rkk   k > 7. (4)

其中: q0是适合 q0 S 1(mod 4)的奇素数; r0是适合 ro S 1(mod 4)的奇数; qi ( i = 1, ,, k )是适合
q1 < , < qk, q0 X qi   i = 1, ,, k (5)

的奇素数; r i ( i = 1, ,, k )是正整数.
证明参见文献 [ 7] .

引理 4 若 f ( a, b, p )是奇完全数, 则 f ( a, b, p )的标准分解式必可表成

f ( a, b, p ) = q
r 0
0 q

2r1
1 ,q2rkk   k > 7. (6)

其中: qj ( j = 0, 1, ,, k )是适合 ( 5)式以及

q0 S 1(mod 4p ), qi S 1(m od 2p )   i = 1, ,, k (7)

的奇素数; rj ( j = 0, 1, ,, k )是适合
r0 S 1(m od 4p ), p | ri   i = 1, ,, k (8)

的正整数.

证明  根据引理 3可知此时的 f ( a, b, p )的标准分解式适合 ( 5)和 ( 6)式, 又从引理 2可知它的素因

数 qj ( j = 0, 1, ,, k )满足 ( 7)式.根据完全数的定义 (1)和引理 1, 从 (6)式可知

R ( f ( a, b, p ) ) = ( q0 + 1) (
q
( r0+ 1) /2
0 + 1

q0 + 1
) (
q
( r0+ 1) /2
0 - 1

q0 - 1
)F

k

i= 1

q
2ri+ 1
i - 1

qi - 1
= 2q

r0
0 q

2r1
1 , q

2rk
k . (9)

因为从 (9)式可知 ( q
2ri- 1
i - 1) / ( qi - 1) ( i = 1, ,, k )是 q0, q1, ,, qi- 1, qi+ 1, ,, qk中某些数的方幂的乘积,

所以从 ( 7)式可知

q
2r i + 1

qi - 1
S 2ri + 1 S 1(mod 2p )   i = 1, ,, k. (10)

从 ( 10)式可知 ri ( i = 1, ,, k )是适合 (8)式的正整数.同理可证 r0 S 1(mod 4p ).证毕.

3 定理的证明
根据引理 4可知,当 f ( a, b, p ) 是奇完全数时,它的标准分解式适合 (5)至 (8) 式. 因为从 (3) 式可知

f ( a, b, p ) < a
p
, 故从 ( 5)至 (8)式可得

a
p

> f ( a, b, p ) > ( q1,qk )
2p
> (F

k

i= 1
2p i )

2p
= ( (2p )

k

k! )
2p
. (11)

根据 S tirling公式可知 k! > ( k /e)
k
,故从 ( 11) 式可知

a
p
> (

2pk
e
)
2pk
. (12)

从 ( 12)式可得

log a > 2k ( log k + log p + log 2 - 1). (13)

若 k \ ( log a ) / log p,则从 ( 13)式可得 log log p + 1 >
1
2
log p + log log a + log 2这一矛盾, 故必有

k <
log a
log p

. (14)

因为从 ( 6)式可知 k\ 7,所以从 ( 14) 式可得 log a > 7 log p.

另一方面,根据完全数的定义 ( 1)和引理 1,从 ( 6) 式可知

2 =
R (f ( a, b, p ) )
f ( a, b, p )

= ( 1 +
1

q0
+ , +

1

q
r0
0

)F
k

i= 1
(1 +

1

qi
+ , +

1

q
2ri
i

). (15)
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因为对于任何素数 q和正整数 r都有

1+
1
q
+ , +

1

q
r < E

]

s= 0

1

q
s = 1 +

1
q - 1

, (16)

所以从 ( 15)和 ( 16)式可知

2 < F
k

j= 0
( 1 +

1
qj - 1

). (17)

再从 ( 5), (7)和 ( 17)式可得

2 < F
k

j= 0

( 1 + 1
2p ( j + 1)

). (18)

由于

log( 1 + 1
2p ( j + 1)

) =
2

4p ( j + 1) + 1E
]

s= 0

1
2s + 1

(
1

4p ( j + 1) + 1
)
2s
<

4
4p ( j + 1) + 1

<
1

p ( j + 1)
  j = 0, 1, ,, k, (19)

因此从 ( 18)和 ( 19)式可知

log 2 <
1
p E

k

j= 0

1
j + 1

. (20)

根据文献 [ 6]第 363页的注释可知

E
k

j= 0

1
j + 1

< log( k + 1) + C, (21)

其中 C= 0. 577 2是 Eu le r常数,故从 (20)和 ( 21)式可得

p log 2 < log( k + 1) + C. (22)

由于 e
C
< 2,因此从 ( 14)和 ( 22)式可得 log a > ( 2

p- 1
- 1) log p.

综上所述可知:当 log a [ max( 7log p, (2
p- 1
- 1) log p )时, f ( a, b, p )不是奇完全数. 证毕.
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Odd Perfect Numbers in GeneralizedM ersenne Numbers

LE M ao-hua

( Department o fM athem atics, Zhanjiang Norm al Co llege, Zhan jiang 524048, Guangdong Ch ina)

Abstract: Letp be an odd prime, a and b be coprime posit ive integers w ith a> b, gcd( a, b) = 1. more over let f

( a, b, p ) = ( a
p
- b

p
) / ( a - b). Using some elementary number theory me thods, it is proved that if log a [ max

( 7log p, ( 2
p - 1

- 1) log p ), f ( a, b, p ) is not an odd perfect number.
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