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恰有 5个极大子群的有限群
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摘  要: 研究了有限群的极大子群的个数对群结构的影响, 刻画了恰有 5个极大子群的有限群的结构.
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极大子群是有限群的一类十分重要的子群,在有限群结构的研究中有非常关键的作用. 有限群的极大

子群的数量性质能够反映该群的许多性质.如文献 [ 1- 2]证明了极大子群共轭类类数为 2的有限群必可

解,文献 [ 3- 4]刻画了极大子群同阶类类数不大于 3的有限群,文献 [ 5]刻画了非正规极大子群同阶类类

数为 2的有限群,文献 [ 6]刻画了极大子群的个数小于 5的有限群的结构. 笔者继续文献 [ 6]的工作,刻画

恰有 5个极大子群的有限群的结构.

1 相关定义与引理
若 M是有限群 G的极大子群, 则 {M

g
| g I G }为M在 G中的一个共轭类,也称为M的一个轨道, 其轨

道长为 | G: NG (M ) |.对自然数 n, P( n)表示 n的所有素数因子的集合.对有限群 G,记 P( G ) = P( | G | ).

文中其他未加说明的术语和记号都是标准的 (可参见文献 [ 7] ).

引理 1 设 G是有限群且N ü G. S为 G的所有极大子群的集合, �S为 G /N的所有极大子群的集合,则 �S

= {M /N | M I S且MN < G }.

证明  假定M I S且N [ \M,则 G = MN.因此当M I S且MN < G时必有N [ M, 于是M /N为 G /N

的极大子群.反之,若 M /N为 G /N的极大子群, 则M 显然为 G的极大子群.

引理 2 设 G是有限群, 5 (G )为 G的 Fra tt in i子群.

(� ) M 是 G的极大子群当且仅当M /5 ( G )为 G /5 (G ) 的极大子群;

(� ) M 1和M2是 G的不同的极大子群当且仅当M 1 /5 (G )和M 2 /5 (G )为 G /5 (G )的不同的极大子群.

由极大子群和 Frat tin i子群的定义可得引理 2成立.

引理 3
[ 7]  设 G是 p

n
阶初等交换 p - 群, 则 G的 p

m
(1 [ m [ n )阶子群的个数为 (p

n
- 1) (p

n- 1
-

1) , (p
n-m+ 1

- 1) / (p
m
- 1) (p

m- 1
- 1), ( p - 1).

引理 4 设 G是有限 p - 群,且 | G /5 (G ) | = p
d
, 则 G的极大子群的个数为

p
d
- 1

p - 1
.特别地,若 G非循

环,则 p = 2时, G的极大子群的个数不小于 3; 当 p > 2时, G的极大子群的个数不小于 4.

证明  由引理 2, G的极大子群的个数等于G /5 (G )的极大子群的个数.因为 G /5 (G )为 p
d
阶初等交

换群, 所以 G /5 (G )的极大子群的阶为 p
d -1
.由引理 3可知 G /5 (G )的 p

d- 1
阶子群的个数为

p
d
- 1

p - 1
,若 G非
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循环, 由 Bu rnside基定理得 d \ 2,因此引理 4成立.

引理 5 设 G是幂零群且 G = P 1 @ P2 @ , @P s为其 Sy low子群的直积.令 | P i /5 (P i ) | = p
d i
i ,则 G

恰有E
s

i= 1

p
d
i
i - 1

p i - 1
个极大子群.

证明  现在断言,M是 G的极大子群当且仅当对某个 i, M = P 1 @ , @P i- 1 @M i @P i+ 1 @ , @ P s,其

中 M i是 P i的极大子群.

首先,若 M i是 P i的极大子群,则 | P i /M i | = pi, 于是 | G /M | = pi, 即M是 G的极大子群;其次,若 M

是 G的极大子群, 则 | G /M | = pi. 于是当 j X i时, P j [ M. 因为M是幂零群,所以M = P1 @ , @P i- 1 @M i

@P i+ 1 @ , @ P s,其中M i是 P i的子群,因此 | P i /M i | = p i,于是M i是 P i的极大子群.

假定M = P 1 @ , @P i- 1 @M i @ P i+ 1 @ , @P s及 N = P1 @ , @P j- 1 @N j @ P j+ 1 @ , @P s是 G的极

大子群,则由上面的断言M = N当且仅当 i = j且M i = N j, 因此 G的极大子群的个数等于它的所有 Sy low

子群的极大子群的个数之和.因为 P i是 G的唯一的 Sy low p i - 子群,由引理 4, P i恰有
p
d

i - 1

pi - 1
个极大子群,

于是引理 5成立.

引理 6
[ 6]  设 G是有限群,则: (� ) 若 G的所有极大子群共轭, 则 G为素数幂阶循环群. 特别地, G有

唯一极大子群; ( � ) G恰有 2个极大子群当且仅当 G为 2个不同的素数幂阶循环群的直积.

引理 7 设 G是有限群, M是 G的极大子群,则或者 M ü G或者 NG (M ) = M且 | G:NG (M ) |\ 3.

证明  若M是 G的非正规的极大子群, 则M [ NG (M ) < G,所以M = NG (M ).若 | G: NG (M ) | = 2,

则 | G: M | = 2, 从而 M ü G,矛盾.

引理 8
[ 8]  设 G是有限群, N为 G的正规交换子群.若 N H 5 (G ) = 1, 则N在 G中有补,即存在 A [

G使得 G = AN且 A H N = 1.

引理 9 设 G是有限群, N为 G的交换的极小正规子群. 若 5 (G ) = 1,则 N在 G中有补,即 G = MN

且 M H N = 1对某个M [ G.进一步,若 N [ \ Z (G ), 则M 是 G的非正规的极大子群.

证明  由引理 8, N在 G中有补是显然的.假定 N [ \ Z (G )且M是 N在 G中的补.首先, 若M在 G中

正规, 则 G = N @M,从而N [ Z (G ),矛盾,所以M在 G中不正规;其次, 若M不是 G的极大子群,令 K是

G的包含M的极大子群,则 K = G H K = NM H K = (N H K )M,因此 1 < N H K üK,但NK = G,所以由

N交换得 N H Kü G,与N 的极小性矛盾, 故M 是 G的极大子群.

2 定理及其证明
定理 1 设 G是有限幂零群, 则 G恰有 5个极大子群当且仅当 G是下列群之一:

(� ) G = P 1 @ P 2 @ P3 @P 4 @ P 5,其中 P i I Sy lp i (G )为循环群;

(� ) G = P 1 @ P 2 @ P3,其中 P i I Sy lp
i
( G )且 P1为二元生成的 2 - 群, P2和 P3为循环群;

(� ) G = P 1 @ P 2,其中 P i I Sy lp i (G )且 P 1为二元生成的 3 - 群, P2为循环群.

证明  充分性是显然的. 下证必要性.

G为幂零群, 所以 G = P1 @ P2 @ , @ P s,其中 P i I Sy lp i (G ), p 1 < p2 < , < p s. 令 | P i /5 (P i ) | =

p
d i
i .由引理 5, s [ 5.

若 s = 5,则每个 P i只能有 1个极大子群, 于是 d i = 1, 即 P i为素数幂阶循环群.因此 G为 5个不同素

数幂阶循环群的直积, G为 ( � )型群.

若 s = 4,则至少有 1个 d i,不妨设 d1 \ 2,于是 P 1非循环.由引理 4, P 1至少有 3个极大子群,从而 G至

少有 6个极大子群,矛盾.

若 s = 3,类似于上面的推理,可以假定 d1 \ 2.若 p1 > 2,则由引理 4知 P1至少有 4个极大子群.从而 G

至少有 6个极大子群,矛盾.因此 p1 = 2.若 d1 > 2,由引理 4, P1至少有 7个极大子群,矛盾.因此 d1 = 2,此时

P1恰有 3个极大子群.因此 P2和 P3各只能有 1个极大子群,从而 P 2和 P3为循环群,此时 G为 (� )型群.

若 s = 2,则 G = P 1 @P 2. 由引理 4和引理 5, P 1和 P 2中有 1个 (设为 P1 )恰有 4个极大子群, P 2恰有
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1个极大子群.由
p
d 1
1 - 1

p1 - 1
= 4,得 d1 = 2且 p1 = 3.因此 P 1为二元生成的 3-群, P 2为循环群,此时G为 ( � )

型群.

若 s = 1,则 G = P 1且
p
d 1
1 - 1

p1 - 1
= 5, 易见矛盾.

定理 2 设 G是有限非幂零群,则 G恰有 5个极大子群当且仅当 G为下列情形之一的可解群:

(� ) G /5 (G ) T A 4且 G = PQ,其中 P I Sy l2 (G ), Q I Sy l3 ( G )且 Pü G, Q为 G的非正规循环子群;

(� ) G /5 (G ) = òa, b, c | a3
= b

p
= c

2
, ab = ba, bc = cb, c

- 1
ac = a

2 ó,其中 p为不同于 2, 3的素数.

证明  易见充分性成立. 下证必要性.

首先断言 G为可解群.令 G为极小反例.由引理 1, G的任意同态像的极大子群的个数不大于 5,所以可

设 G有唯一极小正规子群N且 G /N可解而N不可解.假定 CG (N ) X 1. 因为 CG (N )ü G,所以N [ CG (N ),

从而 N为交换群, 与N不可解矛盾, 故必有 CG (N ) = 1.若 N包含于 G的每一个极大子群, 则N \ 5 (G ),

但由 5 ( G )幂零得N可解, 矛盾,于是有 G的极大子群M使得N [ \M,因此 G = MN且M H N < N.令 p是

| N: M H N |的素因子, P I Sy lp (N ).因为 N不可解,所以 P < N. 由于 N是 G的唯一极小正规子群, 因此

P在 G中不正规,即有NG (P ) < G.令 K是 G的包含NG (P )的极大子群. 易见M, K在 G中不共轭,因为M

H N, K H N阶不同,且 M, K的轨道长都不小于 3,于是 G至少有 6个极大子群,矛盾.

令 �G = G /5 (G ).由引理 2, �G恰有 5个极大子群.令 F (�G )为 �G的 F it ting子群.由断言, �G可解.因为

5 (�G ) = 1, 所以 G的极小正规子群为初等交换群且 F (�G )是 �G的极小正规子群的积,因此 F (�G )是交换群.

由引理 8, �G = AN,其中 A H N = 1, N = F (�G ).令 N = U @Z (�G ), 其中 U H Z (�G ) = 1.显然 U是 �G的极

小正规子群的直积, 于是令 U = U1 @ U2 @ , @ U s, 其中 Ui ( 1 [ i [ s)是 �G的交换的极小正规子群. 注意

到若 K是 �G的 2阶的正规子群,则必有 K [ Z (�G ), 因此 | Ui |\ 3(1 [ i [ s).由引理 8, Ui在 �G中有补,

令 M i是 U i在 �G中的补子群.由引理 9,M i为 �G的非正规的极大子群,因此与M i共轭的极大子群的个数为

| �G: N�G (M i ) | = | �G: M i | = | Ui |\ 3. 故由条件推出 s = 1,即 U本身是 �G = (U @Z (�G ) )A的极小正规子

群.于是M = Z (�G )A为 �G的极大子群, 且轨道长为 | U |. 因为 �G非幂零,所以由引理 6, �G至少有 2个极大

子群的共轭类.从而由条件得 3 [ | U | [ 4.

情形 Ñ  若 | U | = 4,则 U T Z 2 @ Z2.此时 �G /U恰有 1个极大子群,从而 �G /U, 即 Z (�G )A为素数幂

阶循环群,必有 Z (�G ) = 1.于是 �G = UA且A忠实作用在 U上, 因此A [ Au t(U ) = S3.由A循环得A = Z3,

于是 �G = UA = (Z2 @Z 2 )Z 3 T A 4,即 G /5 (G ) T A 4.

因为 P(G ) = P(G /5 (G ) ) = P(A 4 ) = { 2, 3},所以 G为 { 2, 3} - 群. 令 P I Sy l2 (G ), Q I Sy l3 (G ).

由上面的推理可知, H = P 5 (G )为 G的正规极大子群且 | G: H | = 3, K = Q5 (G )为 G的非正规极大子群

且 | G: K | = 4.因为 | G: NG (P ) |为 3的方幂,若NG (P ) < G,则NG (P ) [ H,因此H = NG (H ), 与H ü G

矛盾, 所以 NG (P ) = G,即 Pü G.由 G非幂零得 Q不在 G中正规是显然的. 令M 1, M 2为 Q的极大子群,则

PM 1, PM 2为 G的极大子群,且 | G: PM 1 | = | G: PM 2 | = 3, 因此 PM 1 = PM 2 = N. 令 x I M 1, 则存在 y I

P和 z I M 2使得 x = yz,于是 y = x z
- 1 I P H Q,因此 x = z,从而M 1 A M 2.同理可得M 1 = M 2, 这样 Q有

唯一的极大子群,因而 Q为循环群.此时 G为 ( � ) - 型群.

情形 Ò  若 | U | = 3,则 U T Z 3. 易见 �G /U的极大子群至多有 2个, 故 �G /U为幂零群.

假定 �G /U恰有 1个极大子群,则 �G /U,亦即 Z (�G )A为素数幂阶循环群.同样有 Z (�G ) = 1.此时 �G = UA

且 A忠实作用在 U上, 因此 A [ Aut(U) = Z 2. 由 A循环得 A = Z2,于是 �G = UA T S3.此时 �G恰有 4个极

大子群,矛盾.

假定 �G /U恰有 2个极大子群,则 Z (�G )A 恰有 2个极大子群.由引理 6, Z (�G )A为 2个不同的素数幂阶

循环群的直积,从而为 Z (�G )A交换群.类似于上面的推理得 A = Z2.因此 | Z (�G ) | = p, 其中 p是不同于 2,

3的素数.令 U = òaó, Z (�G ) = òbó, A = òcó,则有 �G = òa, b, c | a3
= b

p
= c

2
= 1, ab = ba, bc = cb, c

- 1
a c

= a
2 ó.此时 G为 ( � ) - 型群.
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Ham ilton-Jacobi方程特征线的性质 II

赵引川
(华北电力大学数理系,北京  102206)

摘  要: 研究了带凸 H am iltonian的高维 H am ilton-Jacobi ( H J)方程特征线的性质. 证明了所有的特征线分 2类, 其中一

类永远不会碰到奇异点,另一类将在有限的时间内碰到奇异点.

关键词: H am ilton- Jacob i方程; 特征线;非退化 (退化 )最小值点; H op-f Lax公式
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F inite Groups w ith Just 5M axim al Subgroups

YOU X ing-zhong, WANG X iang-fen, CHEN W e-im in

( College o fM athem atics and Com puting Science, Changsha University of Science and Techno logy, Changsha 410114, Ch ina)

Abstract:H ow the number o f max im al subg roups of a finite group in fluences its structure is invest igated. The

structure o f a fin ite g roup w ith just fivem ax imal subgroups is determ ined.
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