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*

侴万禧
1
,霍玉洪

2
,李晓毅

3

( 1.安徽理工大学土木建筑学院,安徽 淮南  232001; 2.淮南师范学院数学与计算科学系,安徽 淮南  232038;

3.沈阳师范大学数学与系统科学学院, 辽宁 沈阳  110034)

摘  要:阐明了 v 阶 Steiner三连系构造的基本思路,给出边矩阵的定义. 提出 3t- 2 阶 Steiner三连系构造的一种方法,

介绍 25 阶 Steiner 三连系构造的全过程,最后讨论了 3t- 2 阶 Steiner 三连系不同构的个数问题.
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区组设计理论是组合数学的一个重要分支, 它在试验设计、竞赛安排及数字通讯等许多领域中均有重要作用. 早在

1850 年, K ir kman 提出了一个有趣的/ 15 名女生0问题,并于同年做出解答. 1971 年, D . R. Ray- Chaudhur i与 R. M . W ilso n 共

同发表论文5K ir kman 女生问题的解6以阐明 6n+ 3 阶K irkman 三连系的构造[1- 6] .百余年来, 就是否对每个 n= 0, 1, 2, 3, ,

总是存在 6n+ 3 阶 Steiner三连系, 一直是个难题. 1961 年,中国数学家陆家羲提出了 BIBD设计可分解的充要条件.

1  基本思路
设 G(V , E) 为一个 v 阶完全图K v ,若完全图 K v 的阶数满足 v = 3t- 2. t为已有阶 Steiner三连系的阶数,则 v 阶 Steiner

三连系的构造等价于一个完全图K v 的 v ( v- 1) / 6个完全图 K 3的分解 .但是,当完全图K v 的阶数较高时,无法将完全图 K v

直接分解出 v( v - 1) / 6 个完全图 K 3 , 倘若将完全图 K v 先分解出 3 个 t 阶完全图 K ( 1)
t , K ( 2)

t , K ( 3)
t 及 1 个完全三分图

K t- 1, t- 1, t- 1 ,则 3个 t阶完全图K (i )
t 中的 3 @ t @ ( t - 1) / 6个完全图 K 3 及 1个完全三分图 K t- 1, t- 1, t- 1中的( t- 1) @ ( t- 1) 个

完全图 K 3 将构成 v = 3t - 2 阶 Steiner三连系中的 v( v - 1) / 6 个完全图 K 3 ,而将完全图 K v 分解出 3 个 t阶完全图K (i )
t 和

1 个完全三分图 K t- 1, t- 1, t- 1 的有力工具是完全图 K v 的边矩阵K vc.

定义 1 设 G(V , E) 为一个完全图K v , 若将完全图K v 中的 v ( v- 1) / 2个边按自然顺序排成上三角阵,使得任意边V iV j

分别与顶 V i , V j 相关联, 则所得到的上三角阵就称为完全图 K v 的边矩阵,并记为 Kvc[ 7- 8] ,

v2 v3 v4 v 5 v6 ,  vn  

Kvc =

12 13 14 15 16 , 1n

23 24 25 26 , 2n

34 35 36 , 3n

45 46 , 4n

56 5n

w s

( n - 1) n

v1

v2

v3

v4

v5

s

vn- 1

.

2  Steiner三连系的构造
设 Steiner三连系的阶数满足 v = 3t - 2, 若令 t = 9,则 v = 3t - 2 = 25 阶 Steiner 三连系的构造可被视为一个完全图
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K 25 的 v( v - 1) / 6 = 25 @ 24/ 6 个完全图 K 3 的分解 . v( v - 1) / 6 个完全图 K 3 的分解的具体步骤如下:

  v 2 v3 v4 , v 9 v10 v11 , v17 v 18 v 19 , v25 

K25c =

12 13 14 , 19 110 111 , 117 118 119 , 125

23 24 , 29 210 211 , 217 218 219 , 225

34 , 39 310 311 , 317 318 319 , 325

w s s s s s s s

89 810 811 , 817 818 819 , 825

910 911 , 917 918 919 , 925

1011 , 1017 1018 1019 , 1025

w s s s 1125

1617 s s , s

1718 1719 , 1725

1819 , 1825

w 1925

s

2425

#

v1

v2

v3

s

v8

v9

v 10

v 11

s

v 17

v 18

v 19

s

v 24

St ep 1  将完全图 K 25 总的 v ( v - 1) / 2 = 25 @ 24/ 2个边按自然顺序排成上三角阵 ) ) ) 边矩阵 Kvc.

St ep 2  将边矩阵 Kvc分解出 3 个完全图 K( i)
9 及 1 个完全三分图 K 8, 8, 8 或 3 个完全二分图 K( 1, 2)

8,8 , K( 1, 3)
8,8 和 K(2,3)

8, 8 (K 8, 8, 8

= K( 1, 2)
8,8 G K(1,3)

8, 8 G K(2, 3)
8, 8 ) 有 25种选择, 下面拟用25个方案当中的第9个方案进行完全图 K 25 的子图的分解,所得到的3个

完全图 K( 1)
9 , K (2)

9 和 K( 3)
9 及 3个完全二分图 K(1, 2)

8, 8 , K(1, 3)
8, 8 和 K(2,3)

8, 8 如下:

  v2 v3 v 4 v5 v6 v 7 v8 v9  

K( 1)
9 =

12 13 14 15 16 17 18 19

23 24 25 26 27 28 29

34 35 36 37 38 39

45 46 47 48 49

56 57 58 59

67 68 69

78 79

89

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

,

  v10 v11 v12 v13 v 14 v15 v16 v 17  

K( 2)
9 =

910 911 912 913 914 915 916 917

1011 1012 1013 1014 1015 1016 1017

1112 1113 1114 1115 1116 1117

1213 1214 1215 1216 1217

1314 1315 1316 1317

1415 1416 1417

1516 1517

1617

v9

v10

v11

v12

v13

v14

v15

v16

,

  v 18 v19 v20 v 21 v22 v23 v 24 v25  

K(3)
9 =

918 919 920 921 922 923 924 925

1819 1820 1821 1822 1823 1824 1825

1920 1921 1922 1923 1924 1925

2021 2022 2023 2024 2025

2122 2123 2124 2125

2223 2224 2225

2324 2325

2425

v9

v18

v19

v20

v21

v22

v23

v24

,

   v10 v11 v 12 v 13 v14 v15 v16 v17  

K( 1, 2)
8,8 =

110 111 112 113 114 115 116 117

210 211 212 213 214 215 216 217

310 311 312 313 314 315 316 317

410 411 412 413 414 415 416 417

510 511 512 513 514 515 516 517

610 611 612 613 614 615 616 617

710 711 712 713 714 715 716 717

810 811 812 813 814 815 816 817

v 1

v 2

v 3

v 4

v 5

v 6

v 7

v 8

,
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   v 18 v 19 v20 v21 v22 v23 v24 v25  

K(1, 3)
8, 8 =

118 119 120 121 122 123 124 125

218 219 220 221 222 223 224 225

318 319 320 321 322 323 324 325

418 419 420 421 422 423 424 425

518 519 520 521 522 523 524 525

618 619 620 621 622 623 624 625

718 719 720 821 722 723 724 725

818 819 820 921 822 823 824 825

v 1

v 2

v 3

v 4

v 5

v 6

v 7

v 8

,

  v 18 v19 v20 v21 v22 v 23 v24 v25  

K(2, 3)
8, 8 =

1018 1019 1020 1021 1022 1023 1024 1025

1118 1119 1120 1121 1122 1123 1124 1125

1218 1219 1220 1221 1222 1223 1224 1225

1318 1319 1320 1321 1322 1323 1324 1325

1418 1419 1420 1421 1422 1423 1424 1425

1518 1519 1520 1521 1522 1523 1524 1525

1618 1619 1620 1621 1622 1623 1624 1625

1718 1719 1720 1721 1722 1723 1724 1725

v10

v11

v12

v13

v14

v15

v16

v17

,

Kc(1, 3)
8,8 =

118 119 120 121 122 123 124 125

219 220 221 222 223 224 225 218

320 321 322 323 324 325 318 319

421 422 423 424 425 418 419 420

522 523 524 525 518 519 520 521

623 624 625 618 619 620 621 622

724 725 718 719 720 821 722 723

825 818 819 820 921 822 823 824

, Kc( 2, 3)
8, 8 =

1018 1119 1220 1321 1422 1523 1624 1725

1019 1120 1221 1322 1423 1524 1625 1718

1020 1121 1222 1323 1424 1525 1618 1719

1021 1122 1223 1324 1425 1518 1619 1720

1022 1123 1224 1325 1418 1519 1620 1721

1023 1124 1225 1318 1419 1520 1621 1722

1024 1125 1218 1319 1420 1521 1622 1723

1025 1118 1219 1320 1421 1522 1623 1724

.

  St ep 3 将 2个完全二分图的边矩阵 K( 1, 3)
8,8 , K( 2, 3)

8,8 各自的 8 @ 8个边重新排列形成 2个新的方阵 Kc(1, 3)
8,8 , Kc( 2,3)

8, 8 ,再将 2个

新方阵 Kc(1, 3)
8,8 , Kc( 2, 3)

8, 8 与完全二分图的边矩阵 K( 1, 2)
8,8 相叠加, 得由 8 @ 8 个完全图 K 3 构成的三连系矩阵 ) ) ) 完全三分图

K(1,2, 3)
8, 8, 8 的边矩阵 Kc(1,2, 3)

8, 8,8 ,

Kc(1,2,3)
8,8,8 =

ò1, 10,18ó ò1, 11,19ó ò1, 12,20ó ò1,13, 21ó ò1,14, 22ó ò1,15, 23ó ò1,16, 24ó ò1, 17, 25ó

ò2, 10,19ó ò2, 11,20ó ò2, 12,21ó ò2,13, 22ó ò2,14, 23ó ò2,15, 24ó ò2,16, 25ó ò2, 17, 18ó

ò3, 10,20ó ò3, 11,21ó ò3, 12,22ó ò3,13, 23ó ò3,14, 24ó ò3,15, 25ó ò3,16, 18ó ò3, 17, 19ó

ò4, 10,21ó ò4, 11,22ó ò4, 12,23ó ò4,13, 24ó ò4,14, 25ó ò4,15, 18ó ò4,16, 19ó ò4, 17, 20ó

ò5, 10,22ó ò5, 11,23ó ò5, 12,24ó ò5,13, 25ó ò5,14, 18ó ò5,15, 19ó ò5,16, 20ó ò5, 17, 21ó

ò6, 10,23ó ò6, 11,24ó ò6, 12,25ó ò6,13, 18ó ò6,14, 19ó ò6,15, 20ó ò6,16, 21ó ò6, 17, 22ó

ò7, 10,24ó ò7, 11,25ó ò7, 12,18ó ò7,13, 19ó ò7,14, 20ó ò7,15, 21ó ò7,16, 22ó ò7, 17, 23ó

ò8, 10,25ó ò8, 11,18ó ò8, 12,19ó ò8,13, 20ó ò8,14, 21ó ò8,15, 22ó ò8,16, 23ó ò8, 17, 24ó

.

St ep 4  将 3 个完全图 K( i)
9 各分解出 12 个完全图 K 3 , 得 3 个 9阶 Steiner 三连系 ST ( 1) (9) , ST ( 2) (9) 和 ST (3) (9) 如下:

ST ( 1) ( 9) = {ò1, 2, 3ó ,ò1, 4, 7ó ,ò1, 5, 6ó, ò1, 8, 9ó ,ò2, 4, 5ó ,ò2, 6, 8ó, ò2, 7, 9ó ,ò3, 4, 8ó ,

ò3, 5, 9ó, ò3, 6, 7ó ,ò4, 6, 9ó ,ò5, 7, 8ó} ;

ST ( 2) ( 9) = {ò9, 10, 11ó ,ò9, 12, 15ó, ò9, 13, 14ó ,ò9, 16, 17ó ,ò10, 12, 13ó ,ò10, 14, 16ó ,ò10, 15, 17ó ,

ò11, 12, 16ó ,ò11, 13, 17ó ,ò11, 14, 15ó ,ò12, 14, 17ó ,ò13, 15, 16ó} ;

ST ( 3) ( 9) = {ò9, 18, 19ó ,ò9, 20, 23ó, ò9, 21, 22ó ,ò9, 24, 25ó ,ò18, 20, 21ó ,ò18, 22, 24ó ,ò18, 23, 25ó ,

ò19, 20, 24ó ,ò19, 21, 25ó ,ò19, 22, 23ó ,ò20, 22, 25ó ,ò21, 23, 24ó} .

再求 ST ( 1) (9) , ST ( 2) (9) , ST (3) (9) 和 Kc(1,2, 3)
8, 8,8 之并 ,即得 25阶 Steiner 三连系 ST ( 9) ( 25) ,

ST ( 9) ( 25) = {ò1, 2, 3ó, ò1, 4, 7ó ,ò1, 5, 6ó ,ò1, 8, 9ó, ò1, 10, 18ó ,ò1, 11, 19ó ,ò1, 12, 20ó, ò1, 13, 21ó ,

ò1, 14, 22ó ,ò1, 15, 23ó, ò1, 16, 24ó ,ò1, 17, 25ó ,ò2, 4, 5ó, ò2, 6, 8ó ,ò2, 7, 9ó ,ò2, 10, 19ó,

ò2, 11, 20ó ,ò2, 12, 21ó, ò2, 13, 22ó ,ò2, 14, 23ó ,ò2, 15, 24ó, ò2, 16, 25ó ,ò2, 17, 18ó ,

ò3, 4, 8ó ,ò3, 5, 9ó ,ò3, 6, 7ó,ò3, 10, 20ó ,ò3, 11, 21ó ,ò3, 12, 22ó ,ò3, 13, 23ó ,

ò3, 14, 24ó ,ò3, 15, 25ó, ò3, 16, 18ó ,ò3, 17, 19ó ,ò4, 6, 9ó, ò4, 10, 21ó ,ò4, 11, 12ó ,

ò4, 12, 23ó ,ò4, 13, 24ó, ò4, 14, 25ó ,ò4, 15, 18ó ,ò4, 16, 19ó, ò4, 17, 20ó ,ò5, 7, 8ó ,

ò5, 10, 22ó ,ò5, 11, 23ó, ò5, 12, 24ó ,ò5, 13, 25ó ,ò5, 14, 18ó, ò5, 15, 19ó ,ò5, 16, 20ó ,
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ò5, 17, 21ó ,ò6, 10, 23ó, ò6, 11, 24ó ,ò6, 12, 25ó ,ò6, 13, 18ó, ò6, 14, 19ó ,ò6, 15, 20ó ,

ò6, 16, 21ó ,ò6, 17, 22ó, ò7, 10, 24ó ,ò7, 11, 25ó ,ò7, 12, 18ó, ò7, 13, 19ó ,ò7, 14, 20ó ,

ò7, 15, 21ó ,ò7, 16, 22ó, ò7, 17, 23ó ,ò8, 10, 15ó ,ò8, 11, 18ó, ò8, 12, 19ó ,ò8, 13, 20ó ,

ò8, 14, 21ó ,ò8, 15, 22ó, ò8, 16, 23ó ,ò8, 17, 24ó ,ò9, 10, 11ó, ò9, 12, 15ó ,ò9, 13, 14ó ,

ò9, 16, 17ó ,ò9, 18, 19ó, ò9, 20, 23ó ,ò9, 21, 22ó ,ò9, 24, 25ó, ò10, 12, 13ó, ò10, 14, 16ó,

ò10, 15, 17ó,ò11, 12, 16ó, ò11, 13, 17ó, ò11, 14, 15ó ,ò12, 14, 17ó ,ò13, 15, 17ó ,

ò18, 20, 21ó,ò18, 22, 24ó, ò18, 23, 25ó, ò19, 20, 24ó ,ò19, 21, 25ó ,ò19, 22, 23ó ,

ò20, 22, 25ó,ò21, 23, 24ó} .

3  3t - 2阶 Steiner三连系的计数
3t - 2 阶 Steiner三连系的个数 N 取决于3t - 2 阶完全图 K v 的 1个完全三分图 K t- 1, t- 1, t- 1 和 3 个完全图 K(i )

t 的分解方

案数 N ( 1) , 以及完全三分图 K( 1,2,3)
t- 1, t- 1, t- 1 的( t - 1) @ ( t - 1) 个完全图 K 3 的分解方案 N ( 2) = t - 1, K v 的子图分解方案数 N (1)

= 3t - 2, K( 1, 2,3)
t- 1, t- 1, t- 1 的完全图 K 3的分解方案数N (2) = t- 1,故 3t- 2阶 Steiner三连系的不同构的个数 N = N ( 1) @ N ( 2) =

( 3t- 2) ( t - 1) , 25 阶 Steiner三连系 ST(25) 的个数 N = 25 @ 8 = 200 个.

4  结语
(1) 给出了任意完全图 K v 的边矩阵的定义, 使得边矩阵 Kcv 成为完全图K v 分解为 v ( v - 1) / 6个完全图 K 3 的有效工

具; (2) 提出了 3t- 2 阶 Steiner 三连系构造的一种方法; (3) 解决了 3t - 2 阶 Steiner三连系的计数问题.
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A Method of Constructing Steiner Triple Systems of Order 3t- 2

CH OU Wan- xi1 , H U O Yu-hong2 , LI Xiao-y i3

( 1. Schoo l o f Civil Eng ineering and A rchitecture, Anhui U niversity of Science and T echno lo gy , H uainan 232001, A nhui
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A nhui China; 3. Scho ol of M athematics and Systems Science, Shenyang N o rmal

U niv ersity , Sheny ang 110034, China)

Abstract: The basic concept o f co nst ruct ing Steiner t riple sy stems o f order v is described. T he def init io n of

edges matrix is g iven. A m ethod o f const ruct ing Steiner t riple sy stems o f or der 3t- 2 is proposed. The en-

t ire procedure o f const ruct ing Steiner t riple sy stems o f or der 25 is presented. The enum erat ion pro blem of

disjo int Steiner t riple sy stems of or der 25 is discussed.

Key words: Steiner tr iple systems; co nst ruct io n; com plete graph; edges matrix; order
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