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无零因子环的刻画及各种环的例子
*
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摘 � 要:总结了刻画一个环是无零因子环的若干等价条件.给出了各种环的例子, 以期更好地理解各种环之间的关系.
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环是近世代数中的一个很基本的概念,对环的教学也显得尤为重要. 根据笔者的教学实践,首先总结

了刻画一个环是无零因子环的若干等价条件,然后给出了各种环的例子,以期更好地理解各种环之间的关

系.所用术语如无特别说明请参看文献[ 1] .

1 � 无零因子环的刻画
设 R 是一个环, a是R 中的一个非零元.如果存在 R 中非零元 b 使得ab = 0,那么称 a为R 的一个左

零因子.同理可定义右零因子.如果一个环没有左零因子,那么称它为无零因子环.先给出刻画一个环是无

零因子环的若干充要条件.

定理 1 � 设 R是一个环. 下述几条彼此等价:

1) R中左消去律成立,即 � a, b, c � R,一旦 ab = ac, a � 0,就有 b = c;

2) R是无零因子环;

3) R中没有�既是左零因子又是右零因子� 的元;

4) R中没有右零因子;

5) R中右消去律成立,即 � a, b, c � R,一旦 ba = ca, a � 0,就有 b = c;

6) R中任意 2个非零元的乘积还是非零元;

7) � a, b � R,一旦 ab = 0,就有 a = 0或者 b = 0.

2 � 各种环的例子

图 1 � 各种环的关系

先用文氏图给出环、交换环、有单位元的环、无零

因子环、整环、除环以及域之间的关系.如图 1所示,方

框的内部表示所有环的集合.包含数字 2, 5, 6, 7, 8的

圆的内部表示所有交换环的集合. 包含数字 4, 6, 7, 8,

9,10的圆的内部表示所有含单位元的环的集合.包含

数字 3,5, 7, 8, 9, 10的圆的内部表示所有无零因子环

的集合.虚线的内部表示所有除环的集合.
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为了更好地理解环、交换环、有单位元的环、无零因子环、整环、除环以及域之间的关系,下面给出各种

环的例子.用 E 表示所有能够被 2整除的整数所组成的集合,用 Z表示整数集.

例 1 � 令

R 1 = {
a b

c d
| a, b, c, d � E } .

R1 关于矩阵的加法、乘法作成环. R1 不是交换环, 不是有单位元的环, 也不是无零因子环.

例 2 � 设(Z, + ) 是整数加群. 对 � a, b � Z,令 a � b = 0, 则(Z, + , � , ) 是交换环,但不是有单位元的

环,也不是无零因子环.

例 3 � 令

R2 = {
a + bi c + di

- c + di a - bi
| a, b, c, d � E } .

R2 关于矩阵的加法、乘法作成环. R2 不是交换环, 不是有单位元的环, 但它是无零因子环.

例 4 � 设M n( F) 表示数域F上全体n( > 1) 阶方阵所构成的集合. M n( F) 关于矩阵的加法、乘法作成

环. M n( F) 是有单位元的环, 但它不是交换环,不是无零因子环.

例 5 � E 关于整数的加法、乘法构成一个环.它是交换环、无零因子环,但它不是有单位元的环.

例 6 � 设 n( > 1) 是合数, 则模 n的剩余类环 Zn是交换环、有单位元的环,但它不是无零因子环.

例 7 � 设整数环 Z是整环,但它不是域.

例 8 � 设 p ( > 1) 是素数, 则模 p 的剩余类环 Zp 是域.

例 9 � 四元数除环是除环,但不是域
[ 1]

.

例 10 � 令

R3 = {
a + bi c + di

- c + di a - bi
| a, b, c, d � Z} .

R3 关于矩阵的加法、乘法作成环. R3 是有单位元的环、无零因子环,但它不是交换环,不是除环.
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Characterization for Rings Without Zero Divisor and
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Abstract: The equiv alence condit ions for char acterizing ring s w ithout zer o div isor ar e summarized and the

examples o f various r ing s are given in this paper .
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