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摘 　 要：集合｛１，２，…，ｎ｝中取４个数字的所有组合，经三角排序后任意相邻２个组合都有３个相同数字．利用此结果和

组合性质
ｎ＋８ｋ（ ）３

－
ｎ（）３ ≡０（ｍｏｄ　４）构造算法，并证明当ｎ＝１１＋８ｋ（ｋ＝０，１，…）和

ｎ－１（ ）４
／２＋２＜ｍ≤

ｎ（）４ ／２＋２
时积图Ｐｍ ×Ｐ３ 的点可区别全色数为ｎ．
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中图分类号：Ｏ１５７．５　　　　　　 文献标志码：Ａ

图的全染色［１］被称为点可区别的，即对任意２个不同点的相关联元素所染颜色构成的色集合不同．其
中所用的最少颜色数称为点可区别的全色数［２－４］．文献［５－８］对梯图的点可区别全染色进行了研究．笔者

现利用三角排序的结果和组合性质
ｎ＋８ｋ（ ）３

－
ｎ（）３ ≡０（ｍｏｄ　４）构造算法，研究Ｐｍ ×Ｐ３ 的点可区别全

染色．

１　 预备知识

定义１　 对｛１，２，…，ｎ｝中取４个数字的所有组合进行如下排序：

１２３ｎ　１２４ｎ　１２５ｎ　…　１２（ｎ－２）ｎ　１２（ｎ－１）ｎ
１２３（ｎ－１）　１２４（ｎ－１）　１２５（ｎ－１）　…　１２（ｎ－２）（ｎ－１）
…

１２３４
１３４５　１３４６
１３５６
…

１３（ｎ－１）ｎ　１３（ｎ－２）ｎ　１３（ｎ－３）ｎ　…　１３４ｎ
１４５ｎ　１４６ｎ　１４７ｎ　…　１４（ｎ－２）ｎ　１４（ｎ－１）ｎ
１４５（ｎ－１）　１４６（ｎ－１）　１４７（ｎ－１）　…　１４（ｎ－２）（ｎ－１）
…
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１４５６
１５６７
…

１（ｎ－３）（ｎ－１）ｎ　（ｎ－３）（ｎ－２）ｎ
１（ｎ－２）（ｎ－１）ｎ
２（ｎ－２）（ｎ－１）ｎ
２（ｎ－３）（ｎ－１）ｎ　２（ｎ－３）（ｎ－２）ｎ
…

２３４５
３４５６
３４６７　３４５７
…
（ｎ－４）（ｎ－３）（ｎ－２）（ｎ－１）
（ｎ－３）（ｎ－２）（ｎ－１）ｎ
此序列称为所有组合的三角排序．该序列有如下特点：
（１）三角序列包含了｛１，２，…，ｎ｝中取４个数字的所有组合；
（２）任意相邻２个组合都有３个相同数字．
这些排序规律和特点适用于图Ｐｍ×Ｐ３ 的点可区别全染色．
定义２　 对于２个简单图Ｇ和Ｈ，卡氏积图Ｇ×Ｈ 满足：
（１）Ｖ（Ｇ×Ｈ）＝Ｖ（Ｇ）×Ｖ（Ｈ）；
（２）Ｅ（Ｇ×Ｈ）＝｛（ｕ１，ｖ１）（ｕ２，ｖ２）｜ｕ１＝ｕ２ 且ｖ１ｖ２ ∈Ｅ（Ｈ），或ｖ１＝ｖ２ 且ｕ１ｕ２ ∈Ｅ（Ｇ）｝．
文中未说明的符号或术语见文献［９］．

２　 基本算法

集合｛１，２，…，ｎ｝中取４个数字的所有三角序列中，每个组合包含４个数，且由小到大排列．用ｓｋ 表示

一个组合，并称之为染色元，ｓｋｊ 表示ｓｋ 中的第ｊ个数（ｊ＝１，２，３，４），于是ｓｋ１＜ｓｋ２＜ｓｋ３＜ｓｋ４．对以上染色

序列依ｓｋ１ 编队．按照ｓｋ１ 的可能取值１，２，…，ｎ－３将ｓｋ 分为１５个队，具体地，当ｓｋ１≡ｌ（ｍｏｄ　８）时，将ｓｋ
编为ｌ队，其中ｌ＝１，２，…，７．当ｌ＝０时，将ｓｋ 编为第８队；而将ｓｋ１ 的７个可能取值ｎ－９，ｎ－８，…，ｎ－３
对应的ｓｋ 依次编为９队、１０队、…、１５队．类似地，对同一队的染色序列按ｓｋ２ 的值分组，当ｓｋ２＜ｎ－８时，依
次循环编组号为１组、２组、…、８组．当ｓｋ２ ≥ｎ－８时依次编组号为９组、１０组、…、１５组．将染色序列中的

所有染色 元 从 前 向 后 两 两 配 对，每 对 中 的 第１个 染 色 元 染 图Ｐｍ×Ｐ３ 中 的ｕｉ，第２个 染 色 元 染ｗｉ．各 组

中 的 倒 数 第４个 染 色 元 所 在 的１对 及 其 后 面３对 组 成 该 组 的 结 点 区，其 他 的 连 续 染 色 序 列 称 为 正 常

区．若 某 一 结 点 区 后 无 正 常 区，则 将 这 一 组 所 有 染 色 元 归 为 这 一 结 点 区．显 然，对 同 一 正 常 区 中 的ｓｋ
和ｓｊ，有

ｓｋ１＝ｓｊ１，ｓｋ２＝ｓｊ２　　ｋ≠ｊ，
｛ｓｋ３，ｓｋ４｝∩ ｛ｓｋ＋１，３，ｓｋ＋１，４｝＝Ｃｋ　　Ｃｋ ≠且｜Ｃｋ｜＝１．

记Ｑｋ＝｛ｓｋ３，ｓｋ４｝－Ｃｋ，则Ｑｋ ≠Ｑｋ＋１．
使用正常区中的染色元ｓｋ 对点ｕｉ 和ｗｉ 及其关联的边着色时，将ｓｋ１ 与ｓｋ２ 分配给ｕｉ－１ｕｉ 与ｗｉ－１ｗｉ 及

ｕｉｕｉ＋１ 与ｗｉｗｉ＋１．Ｑｋ 和Ｑｋ＋１ 分配给点ｕｉ 和ｗｉ；ｕｉｖｉ 和ｖｉｗｉ 先分配相同色Ｃｋ，对ｖｉ 作全染色时再作调整；结
点区中的染色元很少，只需给出一种ＶＤＴＣ即可．通常对图Ｐｍ×Ｐ３ 着色时，ｕ２ 用第１个染色元着色，ｗ２ 用

第２个染色元着色，依次类推．
由于点ｖｉ（ｉ＝２，３，…，ｍ－１）是四度点，因此对它着色时，需分配５种色．当ｎ＝１１＋８ｋ（ｋ＝０，１，…）

时
ｎ（）５ ＞

ｎ（）４ ／２，所以当
ｎ－１（ ）４

／２＋２＜ｍ≤
ｎ（）４ ／２＋２时，只需选出部分五元组合作点ｖｉ的全染色，对正
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常区中的ｖｉ 染色方案ｆ如下：

ｆ（ｖｉ－１ｖｉ）＝ｆ（ｕｉ－１ｕｉ）；

ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝ｆ（ｕｉｕｉ＋１）；

ｆ（ｖｊ）＝

Ｃｋ－１　　ｓｋ４ ≠ｓｋ＋１，４，

ｓｉ４－１　　ｓｋ４＝ｓｋ＋１，４，ｍｉｎ（ｓｋ３，ｓｋ＋１，３）－１≤ｓｋ２ ≤ｓｋ４／２，

ｎ　　ｓｋ４＝ｓｋ＋１，４，ｍｉｎ（ｓｋ３，ｓｋ＋１，３）－１≤ｓｋ２，ｓｋ２ ≥ｓｋ４／２，

ｍｉｎ（ｓｋ３，ｓｋ＋１，３）－１　　ｓｋ４＝ｓｋ＋１，４，ｍｉｎ（ｓｋ３，ｓｋ＋１，３）－１≥ｓｋ２

烅

烄

烆 ．

图１　 对称着色

ｕｉｖｉ 和ｖｉｗｉ 染色时，交换点ｕｉ 和边ｕｉｖｉ 分配的

颜色，边ｖｉｗｉ 的颜色保持不变，或者交换点ｗｉ 和边

ｖｉｗｉ 分配的颜色，边ｕｉｖｉ 的颜色保持不变．
已知两染色元ｓｋ，ｓｋ′ 满足：（１）ｓｋ１ 为奇数；（２）ｓｋ′１

＝ｓｋ１＋１，ｓｋ′２＝ｓｋ２，ｓｋ′３＝ｓｋ３，ｓｋ′４＝ｓｋ４，ｓｋ′５＝ｓｋ５．用染色

元ｓｋ，ｓｋ′ 分别对点ｖｉ，ｖｊ 着色时，若着色方案ｆ满足

以下条件，则称ｆ为对称着色（见图１，括号中的数字

为分配给点ｖｉ 的颜色）：

（１）ｆ（ｖｊ－１ｖｊ）＝
ｆ（ｖｉｖｉ＋１）　　ｆ（ｖｉｖｉ＋１）≠ｓｋ１，

ｓｋ′１　　ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝ｓｋ１｛ ；

（２）ｆ（ｖｊ）＝
ｆ（ｖｉ）　　ｆ（ｖｉ）≠ｓｋ１，

ｓｋ′１　　ｆ（ｖｉ）＝ｓｋ１｛ ；

（３）ｆ（ｖｊｖｊ＋１）＝
ｆ（ｖｉ－１ｖｉ）　　ｆ（ｖｉ－１ｖｉ）≠ｓｋ１，

ｓｋ′１　　ｆ（ｖｉ－１ｖｉ）＝ｓｋ１｛ ；

（４）ｆ（ｕｊｖｊ）＝
ｆ（ｖｉｗｉ）　　ｆ（ｖｉｗｉ）≠ｓｋ１，

ｓｋ′１　　ｆ（ｖｉｗｉ）＝ｓｋ１｛ ；

（５）ｆ（ｖｊｗｊ）＝
ｆ（ｕｉｖｉ）　　ｆ（ｕｉｖｉ）≠ｓｋ１，

ｓｋ′１　　ｆ（ｕｉｖｉ）＝ｓｋ１｛ ．
根据三角序的排列特点，２队、４队、６队、８队等偶数队可分别与１队、３队、５队、７队等奇数队作对称

着色．

３　 主要结果
由于图Ｐｍ×Ｐ３ 的三度点个数为２（ｍ－２），四度点个数为ｍ－２，因此可得：

引理１　χｖｔ（Ｐｍ×Ｐ３）≥ｍｉｎ｛ｎ｜
ｎ（）４ ≥２（ｍ－２），且

ｎ（）５ ≥ｍ－２｝．

定理１　 对图Ｐｍ×Ｐ３（１０７＜ｍ≤１６７），有χｖｔ（Ｐｍ×Ｐ３）＝１１．
证明 　 根据引理１知，当１０７＜ｍ≤１６７时，χｖｔ（Ｐｍ×Ｐ３）≥１１，仅需给出图Ｐｍ×Ｐ３ 的１１－点可区

别全染色．根据三角排序及以上算法，可得如图２所示的着色结果．
从而，定理１成立．

定理２　 对任意的正整数ｎ＝１１＋８ｋ（ｋ＝１，２，３，…）且
ｎ－１（ ）４

／２＋２＜ｍ≤
ｎ（）４ ／２＋２，则χｖｔ（Ｐｍ×

Ｐ３）＝ｎ．

根据三角排序、着色方法及组合了结论
ｎ＋８ｋ（ ）３

－
ｎ（）３ ≡０（ｍｏｄ　４），编写Ｃ语言程序（ＶＣ＋＋在ＰＣ

机上实现）得到着色结果．图３给出了ｎ＝２６时图Ｐｍ×Ｐ３ 的点可区别全染色的部分结果．
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图２　 图Ｐｍ ×Ｐ３ 的１１－点可区别全染色着色结果
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图３　ｎ＝２６时图Ｐｍ ×Ｐ３ 的点可区别全染色的部分结果
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