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周期为２ｐｎ 的ｑ元序列ｍ 紧错线性复杂度
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摘 　 要：结合ｋ错线性复杂度曲线和最小错误的理论，提出ｍ紧错线性复杂度的概念来研究序列线性复杂度的稳定性．
首 先优化魏 －肖 －陈算法的结构，即ＧＦ（ｑ）上求周期为２ｐｎ 的ｑ元序列线性复杂度的快速算法；然后通过采用联合代价的方

法，给出一个ＧＦ（ｑ）上求周期为２ｐｎ 的ｑ元序列ｋ错线性复杂度的快速算法；接着给出周期为２ｐｎ 的ｑ元序列的ｍ紧错线性

复杂度快速算法，其中ｐ和ｑ是奇素数，ｑ为模ｐ２ 的一个本原根．
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１　问题的提出

密钥序列的线性复杂度是流密码强度的一个重要度量指标．序列的高线性复杂度不一定能保证序列

的安全性，虽然有的序列线性复杂度很大，但是改变其中１位或几位，其线性复杂度会发生较大变化而变

成一个密码学意义上的弱序列．例如２元序列Ｓ＝０，０，…，０，
烉烇 烋

１

ｎ

，其线性复杂度为ｎ，但只要最后１位１改为

０，则该序列的线性复杂度降为０．因此，序列的线性复杂度的稳定性与序列的不可预测性密切相关，密钥序

列的线性复杂度不仅要足够大，而且必须有很好的稳定性．
丁 －肖 －单［１］最早注意到这个问题，率先创立了流密码的稳定性理论，并提出了重量复杂度、球体复杂

度等流密码稳定性度量指标．随后，Ｓｔａｍｐ　Ｍ［２］也引入了类似“球体复杂度”的线性复杂度稳定性度量指标

———ｋ错线性复杂度，同时给出了ｋ错线性复杂度曲线的概念．改变序列的一个周期中至多ｋ位后得到的最

小线性复杂度，称为ｋ错线性复杂度．
任何一个序列的ｋ错线性复杂度也可以反复运用Ｂ－Ｍ算法计算出来，但为了计算周期为Ｎ 的２元序

列的ｋ错线性复杂度，要将这个算法运用∑
ｋ

ｊ＝０
（ ）Ｎｊ 次．对于周期为Ｎ的２元序列，虽然已有了一些特殊周期

序列线性复杂度的快速算法，但如果没有一个有效的算法来计算ｋ错线性复杂度，也得将这些快速算法运

用∑
ｋ

ｊ＝０
（ ）Ｎｊ 次．即使Ｎ 和ｋ不是太大，计算量也是相当大的．在Ｇａｍｅｓ－Ｃｈａｎ算 法［３］ 的 基 础 上，Ｓｔａｍｐ　Ｍ

等［２］提出一个确定周期为２ｎ 的２元序列的ｋ错线性复杂度的快速算法，魏仕民等［４］提出了确定周期为２ｐｎ

的ｑ元序列的线性复杂度的一个快速算法，戴小平等［５］给出了确定周期为２ｐｎ 的２元序列的ｋ错线性复杂

度的一个快速算法．
利用文献［４］中计算ＧＦ（ｑ）上周期为２ｐｎ 的序列线性复杂度的魏 －肖 －陈算法模式，笔者设计出文中

的计算ＧＦ（ｑ）上周期为２ｐｎ 的序列ｋ错线性复杂度的新算法．新算法采用了联合代价，这个联合代价不同
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于Ｓｔａｍｐ－Ｍａｒｔｉｎ算法中计算ＧＦ（２）上周期为２ｎ 的序列ｋ错线性复杂度的代价模式．在Ｓｔａｍｐ－Ｍａｒｔｉｎ算

法中，ｃｏｓｔ［ｉ］是用来衡量在不影响前面结果的情况下改变当前某个位置上ａｉ 的代价．由于魏 －肖 －陈算法

的特殊逻辑结构，用文献［２］中的ｃｏｓｔ模式很难得到一个计算ｋ错线性复杂度的快速算法．由于周期为２ｐｎ

的序列的线性复杂度在元素ａｉ和ａｉ＋ｐｎ 间的代价和或差是有联系的，因此笔者提出应用联合代价ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋
ｐｎ］作为同时改变ａｉ 和ａｉ＋ｐｎ 的代价，该算法无论是逻辑结构还是描述都是相当简单的．

Ｋｕｒｏｓａｗａ　Ｋ等［６］引入了最小错误ｍｉｎｅｒｒｏｒ（Ｓ）（Ｓ为２元序列）的概念来描述周期为２ｎ 的２元序列的

线性复杂度的稳定性，将其定义为使得序列线性复杂度下降所至少要改变的元素个数，即ｋ错线性复杂度

曲 线第１个跃变点对应的ｋ值，并给出了ｋ＝ｍｉｎｅｒｒｏｒ（Ｓ）时ｋ错线性复杂度的上界．Ｌａｕｄｅｒ　Ａ等［７］给出了

确定周期为２ｎ 的２元序列ｋ错线性复杂度曲线算法．
笔者结合序列的ｋ错线性复杂度曲线和最小错误的理论，提出ｍ紧错线性复杂度来研究流密码的稳

定性．ｍ紧错线性复杂度是一个２元组（ｋｍ，ＬＣｍ），序列Ｓ的ｋ错线性复杂度曲线的第ｍ个跃变点对应的ｋｍ
值 和对应的ｋｍ 错线性复杂度ＬＣｍ 称为ｍ紧错线性复杂度．自然，０紧错线性复杂度即为（０，ＬＣ０），其中ＬＣ０
为线性复杂度．对于１紧错线性复杂度（ｋ１，ＬＣ１），ｋ１ 为使得序列线性复杂度下降所至少要改变的元素个

数，即Ｋｕｒｏｓａｗａ　Ｋ等［６］定义的最小错误ｍｉｎｅｒｒｏｒ（Ｓ），ＬＣ１ 为ｋ１ 错线性复杂度．

２　 魏 －肖 －陈算法
首先优化魏 －肖 －陈算法的结构．设Ｓ＝ｓ０，ｓ１，… 为周期Ｎ＝２ｐｎ 的ｑ元序列，ｐ和ｑ是奇素数，ｑ是一

个模ｐ２ 的本原根，ＳＮ＝ｓ０，ｓ１，…，ｓＮ－１ 是Ｓ的第１个周期，ｌ＝ｐｎ－１，Ａｉ＝ａ（ｉ－１）ｌａ（ｉ－１）ｌ＋１…ａｉｌ－１（ｉ＝１，２，…，２ｐ）．
引理１　 如果Ａｐ＋１＋Ａ１＝Ａｐ＋２＋Ａ２＝…＝Ａ２ｐ＋Ａｐ，Ａｐ＋１－Ａ１＝（－１）ｉ＋１（Ａｐ＋ｉ－Ａ１），ｉ＝１，２，…，

ｐ，那么Ａ１＝Ａ３＝…＝Ａｐ＝Ａｐ＋２＝…＝Ａ２ｐ－１，Ａｐ＋１＝Ａｐ＋３＝…＝Ａ２ｐ＝Ａ２＝…＝Ａｐ－１，（Ａ１，Ａ２）＝（Ａ１，

Ａｐ＋１）．
证明 　 因为Ａｐ＋１＋Ａ１＝Ａｐ＋ｉ＋Ａｉ，Ａｐ＋１－Ａ１＝－Ａｐ＋ｉ＋Ａｉ，ｉ＝２，４，…，ｐ－１，所以Ａ１＝Ａｐ＋ｉ，Ａｐ＋１

＝Ａｉ，ｉ＝２，４，…，ｐ－１．因为Ａｐ＋１＋Ａ１＝Ａｐ＋ｉ＋Ａｉ，Ａｐ＋１－Ａ１＝Ａｐ＋ｉ－Ａｉ，ｉ＝１，３，…，ｐ，所以Ａ１＝Ａｉ，Ａｐ＋１
＝Ａｐ＋ｉ，ｉ＝１，３，…，ｐ－１．因此Ａ１＝Ａ３＝…＝Ａｐ＝Ａｐ＋２＝…＝Ａ２ｐ－１，Ａｐ＋１＝Ａｐ＋３＝…＝Ａ２ｐ＝Ａ２＝…＝
Ａｐ－１，（Ａ１，Ａ２）＝（Ａ１，Ａｐ＋１）．

引理２　 如果Ａｐ＋１＋Ａ１＝Ａｐ＋２＋Ａ２＝…＝Ａ２ｐ＋Ａｐ，那么Ａｉ－Ａｉ＋１＝－（Ａｐ＋ｉ－Ａｐ＋ｉ＋１），ｉ＝２，４，…，

ｐ－１，（∑
ｐ

ｉ＝１

（－１）ｉ＋１　Ａｉ，∑
ｐ

ｉ＝１

（－１）ｉ＋１　Ａｉ＋１）＝（∑
ｐ

ｉ＝１

（－１）ｉ＋１　Ａｉ，∑
ｐ

ｉ＝１

（－１）ｉ＋１　Ａｐ＋ｉ）．

引理３　 如果Ａｐ＋１－Ａ１＝（－１）ｉ＋１（Ａｐ＋ｉ－Ａｉ），ｉ＝１，２，…，ｐ，那么Ａｉ＋Ａｉ＋１＝Ａｐ＋ｉ＋Ａｐ＋ｉ＋１，ｉ＝２，４，

…，ｐ－１，（∑
ｐ

ｉ＝１
Ａｉ，∑

ｐ

ｉ＝１
Ａｉ＋１）＝（∑

ｐ

ｉ＝１
Ａｉ，∑

ｐ

ｉ＝１
Ａｐ＋ｉ）．

有了上面的引理，魏 －肖 －陈算法可以转化为下面的算法１．
算法１　 求ＧＦ（ｑ）上周期为２ｐｎ 序列线性复杂度的算法．

　　ｌ＝ｐｎ，ａ＝ＳＮ，ｃ＝０；

ｗｈｉｌｅ　ｌ＞１ｄｏ

　　ｌ＝ｌ／ｐ；

　　 Ａｉ＝ａ（ｉ－１）ｌａ（ｉ－１）ｌ＋１…ａｉｌ－１；（ｉ＝１，２，…，２ｐ）

　　ｉｆ　Ａｐ＋１＋Ａ１＝Ａｐ＋２＋Ａ２＝…＝Ａ２ｐ＋Ａｐｔｈｅｎ

　　　ｉｆ　Ａｐ＋１－Ａ１＝（－１）ｉ＋１（Ａｐ＋ｉ－Ａｉ）（ｉ＝１，２，…，

２ｐ）ｔｈｅｎ

　　　　ａ＝（Ａ１，Ａｐ＋１）；

　　　ｅｌｓｅ

　　　　ｃ＝ｃ＋（ｐ－１）ｌ；

　　　　ａ＝（∑
ｐ

ｉ＝１
（－１）ｉ＋１　Ａｉ，∑

ｐ

ｉ＝１
（－１）ｉ＋１　Ａｐ＋ｉ）；

　　　　ｅｎｄ　ｉｆ

　　　ｅｌｓｅ

　　　　ｉｆ　Ａｐ＋１－Ａ１＝（－１）ｉ＋１（Ａｐ＋ｉ－Ａｉ）（ｉ＝１，２，

…，２ｐ）ｔｈｅｎ

　　　　　ｃ＝ｃ＋（ｐ－１）ｌ；

　　　　　ａ＝（∑
ｐ

ｉ＝１
Ａｉ，∑

ｐ

ｉ＝１
Ａｐ＋ｉ）；

　　　　ｅｌｓｅ

　　　　　ｃ＝ｃ＋２（ｐ－１）ｌ；

　　　　　ａ＝（∑
ｐ

ｉ＝１
Ａ２ｉ－１，∑

ｐ

ｉ＝１
Ａ２ｉ）；

　　　　ｅｎｄ　ｉｆ

　　　ｅｎｄ　ｉｆ

　　ｅｎｄ　ｗｈｉｌｅ

　　ｉｆ　ａ≠（０，０）ｔｈｅｎ
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　　　ｉｆ　ａ０＝ａ１ｔｈｅｎ

　　　　ｃ＝ｃ＋１；

　　　ｅｌｓｅ

　　　　ｉｆ　ａ０＋ａ１＝０ｔｈｅｎ

　　　　　ｃ＝ｃ＋１；

　　　　ｅｌｓｅ

　　　　　ｃ＝ｃ＋２；

　　　　ｅｎｄ　ｉｆ

　　　ｅｎｄ　ｉｆ

　ｅｎｄ　ｉｆ

　　算法１对魏－肖－陈算法的改变，并不影响算法的结构，与原算法的时间复杂度相同．由魏－肖－陈算法难

以得到计算ｋ错线性复杂度的快速算法，而这样修改后有利于将该算法推广为计算ｋ错线性复杂度的算

法，并由此得出计算ｍ紧错线性复杂度的快速算法．

３　 确定ｋ错线性复杂度的快速算法

由于有条件Ａｐ＋１＋Ａ１＝Ａｐ＋２＋Ａ２＝…＝Ａ２ｐ＋Ａｐ 和Ａｐ＋１－Ａ１＝（－１）ｉ＋１（Ａｐ＋ｉ－Ａｉ），ｉ＝１，２，…，

ｐ，因此ａｉ和ａｌ＋ｉ是相互关联的，故采用联合代价的方法来表示同时改变ａｉ和ａｌ＋ｉ所需要改变的原始序列位

数．
在Ｓｔａｍｐ－Ｍａｒｔｉｎ算法中，ｃｏｓｔ只计算了改变当前ａｉ 的代价，事实上，即使在保持当前位置元素不变时

ｃｏｓｔ也可能不为０．在算法中，用ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｌ）来表示同时改变ａｉ为ｈ０，ａｉ＋ｌ 为ｈ１ 时所需要至少改

变的原始序列Ｓ的位数，这里ｈ０＝０，１，…，ｑ－１，ｈ１＝０，１，…，ｑ－１，２ｌ为当前元素的个数．ｌ＝ｐｎ 时，ｃｏｓｔ［ｉ，

ｉ＋ｌ，ａｉ，ａｉ＋ｌ］（２ｌ）的初 始 值 为０，ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ａｉ，ａｉ＋ｌ＋β］
（２ｌ）和ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ａｉ＋α，ａｉ＋ｌ］（２ｌ）的 初 始 值 为１，

ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ａｉ＋α，ａｉ＋ｌ＋β］
（２ｌ）的 初 始 值 为２，这 里ｉ＝０，１，…，ｌ－１，α＝１，２，…，ｑ－１，β＝１，２，…，

ｑ－１．
算法２　 周期为２ｐｎ 的ｑ元序列ｋ错线性复杂度的快速算法．
ｌ＝ｐｎ，ａ＝Ｓｎ，ｃ＝０；

ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ａｉ，ａｉ＋ｌ］（２ｌ）＝０，

ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ａｉ，ａｉ＋ｌ＋α］（２ｌ）＝０，

ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ａｉ＋α，ａｉ＋ｌ］（２ｌ）＝１，

ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ａｉ＋α，ａｉ＋ｌ＋β］
（２ｌ）＝２，

ｆｏｒ　ｉ＝０，１，…，ｌ－１，α＝０，１，…，ｑ－１，β＝０，１，…，ｑ－１；

ｗｈｉｌｅ　ｌ＞１ｄｏ

　　ｌ＝ｌ／ｐ；

　　 Ａｉ＝ａ（ｉ－１）ｌａ（ｉ－１）ｌ＋１…ａｉｌ－１；（ｉ＝１，２，…，２ｐ）

　　Ｂｉ＝Ａｉ＋Ａｐ＋ｉ；（ｉ＝１，２，…，ｐ）

　　ｂｃｏｓｔ［ｉ，ｈ］（ｐｌ）＝ｍｉｎ｛ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ｄ１，ｄ２］（２ｐｌ）｜ｄ１＋ｄ２＝ｈ｝，

　　ｆｏｒ　ｈ＝０，１，…，ｑ－１，ｉ＝０，１，…，ｐｌ－１；

　　ｂｃｏｓｔ［ｉ，ｈ］（ｌ）＝∑
ｐ－１

ｊ＝０
ｂｃｏｓｔ［ｉ，ｈ］（ｐｌ），

　　ｆｏｒ　ｈ＝０，１…，ｑ－１，ｉ＝０，１，…，ｌ－１；

　　 ＴＢ＝∑
ｌ－１

ｉ＝０
ｍｉｎ
０≤ｈ＜ｑ

｛ｂｃｏｓｔ［ｉ，ｈ］（ｌ）｝；

　　ｉｆ　ＴＢ≤ｋ　ｔｈｅｎ

　　　ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｌ）＝ ∑
（ｐ－ｌ）／２

ｊ＝０
ｃｏｓｔ［ｉ＋２ｊｌ，ｉ＋２ｊｌ＋ｐｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｐｌ）＋ ∑

（ｐ－１）／２－１

ｊ＝０
ｃｏｓｔ［ｉ＋（２ｊ＋１）ｌ，ｉ＋（２ｊ＋１）ｌ＋ｐｌ，ｈ１，

ｈ０］（２ｐｌ）

　　　ｆｏｒ　ｈ０＝０，１，…，ｑ－１，ｈ１＝０，１，…，ｑ－１，ｉ＝０，１，…，ｌ－１；

　　　 ＴＣ＝∑
ｌ－１

ｉ＝０
ｍｉｎ

０≤ｈ０＜ｑ，
０≤ｈ１＜ｑ

｛ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｌ）｝；

　　　ｉｆ　ＴＣ≤ｋ　ｔｈｅｎ

　　　　ａ＝（Ａ１，Ａｐ＋１）；

　　　ｅｌｓｅ

　　　　ｃ＝ｃ＋（ｐ－１）ｌ；
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　　　　ａ＝（∑
ｐ

ｉ＝１
（－１）ｉ＋１　Ａｉ，∑

ｐ

ｉ＝１
（－１）ｉ＋１　Ａｐ＋ｉ）；

　　　　ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｌ）＝ｍｉｎ｛∑
ｐ－１

ｊ＝０
ｃｏｓｔ［ｉ＋ｊｌ，ｉ＋ｊｌ＋ｐｌ，ｈ０ｉ＋ｊｌ，ｈ１ｉ＋ｊｌ］（２ｐｌ）｜ｈ０ｉ＋ｊｌ＋ｈ１ｉ＋ｊｌ＝ｈ０ｉ＋ｈ１ｉ，∑

ｐ－１

ｊ＝０
（－１）ｊ　ｈ０ｉ＋ｊｌ＝ｈ０，

∑
ｐ－１

ｊ＝０
（－１）ｊ　ｈ１ｉ＋ｊｌ＝ｈ１，ｊ＝０，１，…，ｐ－１｝

　　　　ｆｏｒ　ｈ０＝０，１，…，ｑ－１，ｈ１＝０，１，…，ｑ－１，ｉ＝０，１，…，ｌ－１；

　　　ｅｎｄ　ｉｆ

　　ｅｌｓｅ

　　　 Ｄｉ＝（－１）ｉ＋１（Ａｐ＋ｉ－Ａｉ）；（ｉ＝１，２，…，ｐ）

　　　ｄｃｏｓｔ［ｉ＋ｊｌ，ｈ］（ｐｌ）＝ｍｉｎ｛ｃｏｓｔ［ｉ＋ｊｌ，ｉ＋ｊｌ＋ｐｌ，ｈ０ｉ＋ｊｌ，ｈ１ｉ＋ｊｌ］（２ｐｌ）｜（１－）ｊ（ｈ１ｉ＋ｊｌ－ｈ０ｉ＋ｊｌ）＝ｈ｝，

　　　ｆｏｒ　ｈ＝０，１，…，ｑ－１，ｉ＝０，１，…，ｌ－１，ｊ＝０，１，…，ｐ－１；

　　　ｄｃｏｓｔ［ｉ，ｈ］（ｌ）＝∑
ｐ－１

ｊ＝０
ｄｃｏｓｔ［ｉ＋ｊｌ，ｈ］（２ｐｌ），

　　　ｆｏｒ　ｈ＝０，１，…，ｑ－１，ｉ＝０，１，…，ｌ－１；

　　　 ＴＤ＝∑
ｌ－１

ｉ＝０
ｍｉｎ
０≤ｈ＜ｑ

｛ｄｃｏｓｔ［ｉ，ｈ］（ｌ）｝；

　　　ｉｆ　ＴＤ≤ｋ　ｔｈｅｎ

　　　　ｃ＝ｃ＋（ｐ－１）ｌ；

　　　　ａ＝（∑
ｐ

ｉ＝１
Ａｉ，∑

ｐ

ｉ＝１
Ａｐ＋ｉ）；

　　　　ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｌ）＝ｍｉｎ｛∑
ｐ－１

ｊ＝０
ｃｏｓｔ［ｉ＋ｊｌ，ｉ＋ｊｌ＋ｐｌ，ｈ０ｉ＋ｊｌ，ｈ１ｉ＋ｊｌ］（２ｐｌ）｜（－１）ｊ（ｈ１ｉ＋ｊｌ－ｈ０ｉ＋ｊｌ）＝ｈ１ｉ－ｈ０ｉ，ｊ＝０，２，…，

ｐ－１，∑
ｐ－１

ｊ＝０
ｈ０ｉ＋ｊｌ＝ｈ０，∑

ｐ－１

ｊ＝０
ｈ１ｉ＋ｊｌ＝ｈ１｝，

　　　　ｆｏｒ　ｈ０＝０，１，…，ｑ－１，ｈ１＝０，１，…，ｑ－１，ｉ＝０，１，…，ｌ－１；

　　　ｅｌｓｅ

　　　　ｃ＝ｃ＋２（ｐ－１）ｌ；

　　　　ａ＝（∑
ｐ

ｉ＝１
Ａ２ｉ－１，∑

ｐ

ｉ＝１
Ａ２ｉ）；

　　　　ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｌ）＝ｍｉｎ｛∑
（ｐ－１）／２

ｊ＝０
ｃｏｓｔ［ｉ＋２ｊｌ，ｉ＋２ｊｌ＋ｐｌ，ｈ０ｉ＋２ｊｌ，ｈ１ｉ＋２ｊｌ］（２ｐｌ）＋ ∑

（ｐ－１）／２－１

ｊ＝０
ｃｏｓｔ［ｉ＋（２ｊ＋１）ｌ，

ｉ＋（２ｊ＋１）ｌ＋ｐｌ，ｈ０ｉ＋（２ｊ＋１）ｌ，ｈ１ｉ＋（２ｊ＋１）ｌ］（２ｐｌ）｜∑
ｐ－１

ｊ＝０
ｈ０ｉ＋ｊｌ＝ｈ０，∑

ｐ－１

ｊ＝０
ｈ１ｉ＋ｊｌ＝ｈ１｝

　　　　ｆｏｒ　ｈ０＝０，１，…，ｑ－１，ｈ１＝０，１，…，ｑ－１，ｉ＝０，１，…，ｌ－１；

　　　ｅｎｄ　ｉｆ

　　ｅｎｄ　ｉｆ

　ｅｎｄ　ｗｈｉｌｅ

　ｉｆ　ｃｏｓｔ［０，１，０，０］（２）＞ｋ　ｔｈｅｎ

　　　ｉｆ　ｍｉｎ
０＜ｈ＜ｑ

｛ｃｏｓｔ［０，１，ｈ，ｈ］（２）｝≤ｋ　ｔｈｅｎ

　　　　ｃ＝ｃ＋１；

　　　ｅｌｓｅ

　　　　ｉｆ　ｍｉｎ
ｈ０＋ｈ１＝０

｛ｃｏｓｔ［０，１，ｈ０，ｈ１］（２）｝≤ｋ　ｔｈｅｎ

　　　　　ｃ＝ｃ＋１；

　　　　ｅｌｓｅ

　　　　　ｃ＝ｃ＋２；

　　　　ｅｎｄ　ｉｆ

　　　ｅｎｄ　ｉｆ

　ｅｎｄ　ｉｆ

算法２在ｋ＝０时等价于魏 －肖 －陈算法．由下面的命题易知算法２的正确性．

命题１　 设ｃｏｓｔ（ｌ）＝∑
ｌ－１

ｉ＝１
ｍｉｎ

０≤ｈ０＜ｑ，
０≤ｈ１＜ｑ

｛ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｌ）｝，则ｃｏｓｔ（ｌ）≤ｋ，ｌ＝ｐｎ，…，ｐ，ｌ．

证明 　 当ｌ＝ｐｎ 时，显然ｃｏｓｔ（ｌ）＝０．
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在第ｊ步：若ＴＢ ≤ｋ且ＴＣ ≤ｋ，则ｃｏｓｔ（ｌ）＝ＴＣ ≤ｋ；若ＴＢ ≤ｋ且ＴＣ ＞ｋ，则ｃｏｓｔ（ｌ）＝ＴＢ ≤ｋ；若
ＴＢ ＞ｋ且ＴＤ ≤ｋ，则ｃｏｓｔ（ｌ）＝ＴＤ ≤ｋ；若ＴＢ ＞ｋ且ＴＤ ＞ｋ，则

ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｌ）＝ｍｉｎ｛∑
（ｐ－１）／２

ｊ＝０
ｃｏｓｔ［ｉ＋２ｌｊ，ｉ＋ｐｌ＋２ｌｊ，ｈ０ｉ＋ｌｊ，ｈ１ｉ＋ｌｊ］２ｐｌ＋ ∑

（ｐ－１）／２－１

ｊ＝０
ｃｏｓｔ［ｉ＋

（２ｊ＋１）ｌ，ｉ＋ｐｌ＋（２ｊ＋１）ｌ，ｈ１ｉ＋（２ｊ＋１）ｌ，ｈ０ｉ＋（２ｊ＋１）ｌ］（２ｐｌ）｜∑
ｐ－１

ｊ＝０
ｈ０ｉ＋ｌｊ＝ｈ０，∑

ｐ－１

ｊ＝０
ｈ１ｉ＋ｌｊ＝ｈ１｝

　　　　　　　　　　　ｈ０＝０，１，…，ｑ－１；ｈ１＝０，１，…，ｑ－１；ｉ＝０，１，…，ｌ－１．
因此，

ｃｏｓｔ（ｌ）＝∑
ｌ－１

ｉ＝１
ｍｉｎ

０≤ｈ０＜ｑ，
０≤ｈ１＜ｑ

｛ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｌ）｝＝∑
ｐｌ－１

ｉ＝１
ｍｉｎ

０≤ｈ０＜ｑ，
０≤ｈ１＜ｑ

｛ｃｏｓｔ［ｉ，ｉ＋ｐｌ，ｈ０，ｈ１］（２ｐｌ）｝＝ｃｏｓｔ（ｐｌ）≤ｋ．

４　 确定ｍ紧错线性复杂度的快速算法
在算法２的基础上，易求周期为２ｐｎ 的ｑ元序列Ｓ的ｍ紧错线性复杂度．首先对算法２作如下修改：在

Ｗｈｉｌｅ循环前增加“Ｔｍｉｎ＝２ｌ”；在第１个“ｃ＝ｃ＋（ｐ－１）ｌ”之前增加“ｉｆ　ＴＣ ＜Ｔｍｉｎｔｈｅｎ　Ｔｍｉｎ＝ＴＣ”；在“Ｄｉ
＝（－１）ｉ＋１（Ａｐ＋ｉ－Ａｉ）”之前增加“ｉｆ　ＴＢ ＜Ｔｍｉｎｔｈｅｎ　Ｔｍｉｎ＝ＴＢ”；在“ｃ＝ｃ＋２（ｐ－１）ｌ”之前增加“ｉｆ　ＴＤ ＜
Ｔｍｉｎｔｈｅｎ　Ｔｍｉｎ＝ＴＤ”；在“ｉｆ　ｃｏｓｔ［０，１，０，０］（２）＞ｋｔｈｅｎ”后 增 加“ｉｆ　ｃｏｓｔ［０，１，０，０］（２）＜Ｔｍｉｎｔｈｅｎ　Ｔｍｉｎ＝
ｃｏｓｔ［０，１，０，０］（２）”；在“ｃ＝ｃ＋２”之前增加“ｉｆ　ｍｉｎ（ｍｉｎ

０＜ｈ＜ｑ
｛ｃｏｓｔ［０，１，ｈ，ｈ］（２）｝，ｍｉｎ

ｈ０＋ｈ１＝０
｛ｃｏｓｔ［０，１，ｈ０，ｈ１］（２）｝）

＜Ｔｍｉｎｔｈｅｎ　Ｔｍｉｎ＝ｍｉｎ（ｍｉｎ
ｏ＜ｈ＜ｑ

｛ｃｏｓｔ［０，１，ｈ，ｈ］（２）｝，ｍｉｎ
ｈ０＋ｈ１＝０

｛ｃｏｓｔ［０，１，ｈ０，ｈ１］（２）｝）”．

得 到的算法记为算法３．首先用ｋ＝０调用算法３，得到原始序列０错线性复杂度ｃ０，即０紧错线性复杂

度（０，ｃ０），同时得到Ｔｍｉｎ，记为ｋ１；用ｋ＝ｋ１ 调用算法３，则得到原始序列的ｋ１ 错线性复杂度ｃ１，如果ｃ１＞ｃ０
即１紧错线性复杂度（ｋ１，ｃ１），同时得到Ｔｍｉｎ，记为ｋ２；用ｋ＝ｋ２ 调用算法３，则得到原始序列的ｋ２ 错线性复

杂度ｃ２，如果ｃ２＞ｃ１ 即２紧错线性复杂度（ｋ２，ｃ２），同时得到Ｔｍｉｎ，记为ｋ３；类似递归调用算法３，即得到原

始序列的ｍ紧错线性复杂度（ｋｍ，ＬＣｍ）．
从０错线性复杂度开始重复ｋ错线性复杂度的计算，并在每次求ｋ错线性复杂度的同时，计算使序列

线性复杂度再次下降最少需要改变原始序列的位数Ｔｍｉｎ．在当前ｋ错线性复杂度计算过程每步循环中，在

ＴＢ ≤ｋ，ＴＣ ＞ｋ和ＴＢ ＞ｋ，ＴＤ ≤ｋ的情况下不能通过改变原始序列不大于ｋ位而使ｃ降低２（ｐ－１）ｌ，可
以 求出使ｃ降低２（ｐ－１）ｌ所需改变的原始序列的最小位数ＴＣ；在ＴＢ＞ｋ，ＴＤ ＞ｋ的情况下不能通过改变

原 始序列不大于ｋ位而使ｃ降低，可以求出使ｃ降低所需改变的原始序列的最小位数ｍｉｎ（ＴＢ，ＴＤ）．所有使

每步循环中的ｃ降低所需改变原始序列的最小位数中的最小值就是Ｔｍｉｎ，最后，当ｃｏｓｔ［０，１，０，０］（２）＞ｋ时

还需计算一次Ｔｍｉｎ．在当前ｋ错线性复杂度计算完毕后将ｋ＝Ｔｍｉｎ代入下次ｋ错线性复杂度的计算，设当前

ｋ＝ｋ１，计算ｋ１ 错线性复杂度ｃ１，同时得到Ｔｍｉｎ；将ｋ２＝Ｔｍｉｎ，再计算ｋ２ 错线性复杂度ｃ２（ｃ１ ＞ｃ２），同时得

到Ｔｍｉｎ；类似递归调用算法３，最终得到原始序列的ｍ紧错线性复杂度．
例１　 求３元序列Ｓ的紧错线性复杂度：

Ｓ５０＝１２１０１０００１２１２０２１０２２０２１１２２１１２１２１２１２１０１２１０１２１０２１１０１００．
１２次调用算法３，得到的结果为（０，４５），（５，２８），（７，２５），（９，２５），（１１，２２），（１３，２１），（２１，８），（２３，５），

（２４，５），（２６，４），（２９，１），（３７，０）．由于在每次ｋ错线性复杂度计算中，当ＴＢ ＞ｋ，ＴＤ ≤ｋ的情况下改动ＴＢ

位不能使序列的线性复杂度下降，而需要改动ＴＣ 位才能使线性复杂度下降，因此去掉（９，２５），（２４，５），依

次得到紧 错 线 性 复 杂 度 为（０，４５），（５，２８），（７，２５），（１１，２２），（１３，２１），（２１，８），（２３，５），（２６，４），（２９，１），
（３７，０）．

５　 结语
在ｋ错线性复杂度相关理论基础上提出ｍ 紧错线性复杂度的概念来研究流密码稳定性，优化魏 －肖－

陈算法的结构，通过联合代价的方法给出了确定周期为２ｐｎ 的ｑ元序列的ｋ错线性复杂度算法，并由ｋ错线

性 复杂度算法给出了确定周期为２ｐｎ 的ｑ元序列的ｍ紧错线性复杂度算法，其中ｐ和ｑ为奇素数，ｑ为模ｐ２
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的一个本原根．
Ｓｔａｍｐ－Ｍａｒｔｉｎ算法中，最先有可能增加的线性复杂度为２ｎ－１，其次分别为２ｎ－２，…，２，１，１．假如第ｊ步

有可能通过改变原始序列ｓ　Ｎ 中小于或等于ｋ个元素而使线性复杂度减少２ｎ－ｊ，后面所有步骤中有可能增加

的线性复杂度为２ｎ－ｊ－１＋…＋２＋１＋１＝２ｎ－ｊ，因此第ｊ步中应该通过改变原始序列ｓ　Ｎ 中小于或等于ｋ个

元素而使线性复杂度减少２ｎ－ｊ．由Ｓｔａｍｐ－Ｍａｒｔｉｎ算法模式引出的其他特殊周期序列的ｋ错线性复杂度算

法，也可类似扩展为ｍ紧错线性复杂度算法．
提出ｍ紧错线性复杂度概念的另外一个重要原因是，迄今为止所有求ｋ错线性复杂度的算法均满足

Ｓｔａｍｐ－Ｍａｒｔｉｎ模式．而很多求线性复杂度的快速算法，如魏 －肖 －陈算法［８］，不满足Ｓｔａｍｐ－Ｍａｒｔｉｎ模式，故
不容易扩展成为求ｋ错线性复杂度的快速算法，详细论述参见文献［５］．而对于确定的ｍ，求线性复杂度的

快速算法一般都可以扩展成为求ｍ紧错线性复杂度的快速算法．
Ｌａｕｄｅｒ　Ａ等［７］给出了一次确定周期为２ｎ 二元序列ｋ－ 错复杂度曲线的算法．使用文中的算法求最小错

误ｍｉｎｅｒｒｏｒ（Ｓ）或ｍ紧错线性复杂度（ｍ较小）明显优于文献［７］中的算法．
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