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ｈ（Ｋ＋ｐε·Ｌ，·）ｐ ＝ｈ（Ｋ，·）ｐ＋εｈ（Ｌ，·）ｐ，

ｗｈｅｒｅ“·”ｉｎε·Ｌｄｅｎｏｔｅｓ　ｔｈｅ　Ｆｉｒｅｙ　ｓｃａｌａｒ　ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ．Ｆｉｒｅｙ　Ｌｐ－ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃｏｎｖｅｘ　ｂｏｄｉｅｓ　ｗｅｒｅ
ｄｅｆｉｎｅｄ　ａｎｄ　ｓｔｕｄｉｅｄ　ｂｙ　Ｆｉｒｅｙ（ｓｅｅ　ｒｅｆ．［７］）．

Ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　Ｆｉｒｅｙ　Ｌｐ－ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ，ｒｅｆ．［７］ｄｅｆｉｎｅｄ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｎｔｅｇｒａｌｓ（ａｌｓｏ　ｃａｌｌｅｄ
ｍｉｘｅｄ　ｐ－Ｑｕｅｒｍａｓｓｉｎｔｅｇｒａｌｓ）ａｓ　ｆｏｌｌｏｗｓ．
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Ｆｏｒ　Ｋ，Ｌ∈Ｋｎｏ，ε＞０ａｎｄ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｐ≥１，ｔｈｅ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｎｔｅｇｒａｌｓ　Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｌ）（ｉ＝０，１，…，ｎ
－１）ａｒｅ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｂｙ

ｎ－ｉ
ｐ
Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｌ）＝ｌｉｍ

ε→０＋

Ｗｉ（Ｋ＋ｐε·Ｌ）－Ｗｉ（Ｋ）
ε

． （８）

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｆｏｒ　ｉ＝０，ｂｙ（７）ａｎｄ（８），ｔｈｅ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｏｎｔｅｇｒａｌｓ　Ｗｐ，０（Ｋ，Ｌ）ｉｓ　ｊｕｓｔ　ｔｈｅ　Ｌｐ－
ｍｉｘｅｄ　ｖｏｌｕｍｅ　Ｖｐ（Ｋ，Ｌ），ｎａｍｅｌｙ

Ｗｐ，０（Ｋ，Ｌ）＝Ｖｐ（Ｋ，Ｌ）． （９）

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｒｅｆ．［７］ｈａｓ　ｓｈｏｗｎ　ｔｈａｔ，ｆｏｒ　ｐ≥１，ｉ＝０，１，…，ｎ－１ａｎｄ　ｅａｃｈ　Ｋ∈Ｋｎｏ，ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ

ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｂｏｒｅｌ　ｍｅａｓｕｒｅ　Ｓｐ，ｉ（Ｋ，·）ｏｎ　Ｓｎ－１，ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｎｔｅｇｒａｌ　Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｌ）ｈａｓ　ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｉｎｔｅｇｒａｌ　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ：

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｌ）＝ １ｎ∫Ｓｎ－１
ｈｐＬ（ｖ）ｄＳｐ，ｉ（Ｋ，ｖ）， （１０）

ｆｏｒ　ａｌｌ　Ｋ∈Ｋｎｏ．Ｉｔ　ｔｕｒｎｓ　ｏｕｔ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｍｅａｓｕｒｅ　Ｓｐ，ｉ（Ｋ，·）（ｉ＝０，１，…，ｎ－１）ｏｎ　Ｓｎ－１　ｉｓ　ａｂｓｏｌｕｔｅｌｙ　ｃｏｎｔｉｎｕ－
ｏｕｓ　ｗｉｔｈ　ｒｅｓｐｅｃｔ　ｔｏ　Ｓｉ（Ｋ，·），ａｎｄ　ｈａｓ　ｔｈｅ　Ｒａｄｏｎ－Ｎｉｋｏｄｙｍ　ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

ｄＳｐ，ｉ（Ｋ，·）
ｄＳｉ（Ｋ，·）＝

ｈ１－ｐ（Ｋ，·）， （１１）

ｗｈｅｒｅ　Ｓｉ（Ｋ，·）ｉｓ　ａ　ｃｌａｓｓｉｃａｌ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｂｏｒｅｌ　ｍｅａｓｕｒｅ　ｏｎ　Ｓｎ－１．Ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｉ＝０，Ｓｐ，０（Ｋ，·）ｉｓ　ｊｕｓｔ　ｔｈｅ　Ｌｐ－
ｓｕｒｆａｃｅ　ａｒｅａ　ｍｅａｓｕｒｅ　Ｓｐ（Ｋ，·）ｏｆ　Ｋ，ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ（９）ａｎｄ（１０），ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｉｎｔｅｇｒａｌ　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｌｐ－

ｍｉｘｅｄ　ｖｏｌｕｍｅ　Ｖｐ（Ｋ，Ｌ）ｉｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｂｙ　Ｖｐ（Ｋ，Ｌ）＝ １ｎ∫Ｓｎ－１
ｈｐＬ（ｖ）ｄＳｐ（Ｋ，ｖ）．

Ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｏｎｔｅｇｒａｌｓ，ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙ　ｔｈａｔ，ｆｏｒ　ｅａｃｈ　Ｋ

∈Ｋｎ０，

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｋ）＝Ｗｉ（Ｋ）， （１２）

ｆｏｒ　ａｌｌ　ｐ≥１．
Ｗｅ　ｓｈａｌｌ　ｒｅｑｕｉｒｅ　ｔｈｅ　Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｏｎｔｅｇｒａｌｓ　Ｗｐ，ｉａｓ　ｆｏｌｌｏｗｓ：Ｆｏｒ

Ｋ，Ｌ∈Ｋｎｏ，ａｎｄ　ｐ≥１，０≤ｉ＜ｎ，ｔｈｅｎ（ｓｅｅ　ｒｅｆ．［７］）

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｌ）ｎ－ｉ≥Ｗｉ（Ｋ）ｎ－ｉ－ｐＷｉ（Ｌ）ｐ， （１３）

ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋａｎｄ　Ｌａｒｅ　ｄｉｌａｔｉｏｎｓ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ．
２．３　Ｄｕａｌ　Ｑｕｅｒｍａｓｓｉｏｎｔｅｇｒａｌｓ　ａｎｄ　Ｌｐ－Ｄｕａｌ　Ｍｉｘｅｄ　Ｑｕｅｒｍａｓｓｉｏｎｔｅｇｒａｌｓ

Ｆｏｒ　Ｋ∈Ｓｎｏａｎｄ　ａｎｙ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｉ，ｔｈｅ　ｄｕａｌ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｏｎｔｅｇｒａｌｓ珮Ｗｉ（Ｋ），ｏｆ　Ｋａｒｅ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｂｙ（ｓｅｅ　ｒｅｆ．
［６　７］）

珮Ｗｉ（Ｋ）＝ １ｎ∫Ｓｎ－１
ρ
ｎ－ｉ
Ｋ （ｕ）ｄＳ（ｕ）． （１４）

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，
珮Ｗ０（Ｋ）＝Ｖ（Ｋ）． （１５）

Ｆｏｒ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏ，ａｎｄε＞０，ｔｈｅｎ　ｆｏｒ　ｐ≥１，ｔｈｅ　Ｌｐ－ｈａｒｍｏｎｉｃ　ｒａｄｉａｌ　ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ　Ｋ＋ｐε·Ｌ∈Ｓｎｏｉｓ　ｄｅ－
ｆｉｎｅｄ　ｂｙ（ｓｅｅ　ｒｅｆ．［８］）

ρ（Ｋ＋－ｐε·Ｌ，·）－ｐ ＝ρ（Ｋ，·）－ｐ＋ερ（Ｌ，·）－ｐ．
Ｎｏｔｅ　ｔｈａｔ　ｈｅｒｅ“ε·Ｌ”ｉｓ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｆｒｏｍ“ε·Ｌ”ｉｎ　Ｌｐ－ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ．

Ｆｏｒ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏ，ε＞０，ｐ≥１ａｎｄ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｉ≠ｎ，ｔｈｅ　Ｌｐ－ｄｕａｌ　ｍｉｘｅｄ　ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｏｎｔｅ－
ｇｒａｌｓ，珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｌ）ｏｆ　Ｋａｎｄ　Ｌａｒｅ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｂｙ

ｎ－ｉ
－ｐ

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｌ）＝ｌｉｍ
ε→０＋

珮Ｗｉ（Ｋ＋－ｐε·Ｌ）－珮Ｗｉ（Ｋ）
ε

． （１６）

Ｉｆ　ｉ＝０，ｕｓｉｎｇ（１５），ｗｅ　ｅａｓｉｌｙ　ｓｅｅ　ｔｈａｔ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ（１６）ｉｓ　ｊｕｓｔ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｌｐ－ｄｕａｌ　ｍｉｘｅｄ　ｖｏｌｕｍｅ，

ｎａｍｅｌｙ

７１第４期　　　　　　　马统一，等：Ｌｐ 混合质心体均质积分和对偶均质积分Ｂｒｕｎｎ－Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式



珮Ｗ－ｐ，０（Ｋ，Ｌ）＝Ｖ－ｐ（Ｋ，Ｌ）． １７）

Ｆｒｏｍ　ｔｈｉｓ，ｔｈｅ　Ｌｐ－ｄｕａｌ　ｍｉｘｅｄ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｏｎｔｅｇｒａｌｓ　ｉｓ　ｔｈｅ　ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ　ｏｆ　Ｌｐ－ｄｕａｌ　ｍｉｘｅｄ　ｖｏｌｕｍｅ．
Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｆｒｏｍ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ（１６），ｔｈｅ　ｉｎｔｅｇｒａｌ　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｌｐ－ｄｕａｌ　ｍｉｘｅｄ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｏｎｔｅ－

ｇｒａｌｓ　ｉｓ　ｇｉｖｅｎ　ｂｙ（ｓｅｅ　ｒｅｆ．［９］）：ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎ０，ｐ≥１，ａｎｄ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｉ≠ｎ，

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｌ）＝ １ｎ∫Ｓｎ－１
ρ
ｎ＋ｐ－ｉ
Ｋ （ｕ）ρ－ｐＬ （ｕ）ｄＳ（ｕ）， （１８）

ｗｈｅｒｅ　ｔｈｅ　ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ　ｉｓ　ｗｉｔｈ　ｒｅｓｐｅｃｔ　ｔｏ　ｓｐｈｅｒｉｃａｌ　Ｌｅｂｅｓｇｕｅ　ｍｅａｓｕｒｅ　ｏｎ　Ｓｎ－１．
Ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ（１４）ａｎｄ（１８），ｆｏｒ　Ｋ∈Ｓｎ０，ｐ≥１，ａｎｄ　ｉ≠ｎ，ｗｅ　ｇｅｔ

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｋ）＝珮Ｗｉ（Ｋ）． （１９）

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｒｅｆ．［９］ｐｒｏｖｅｄ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ａｎａｌｏｇ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｆｏｒ　Ｌｐ－ｄｕａｌ　ｍｉｘｅｄ
ｑｕｅｒｍａｓｓｉｏｎｔｅｇｒａｌｓ：ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏ，ｐ≥１，ｆｏｒ　ｉ＜ｎｏｒ　ｉ＞ｎ＋ｐ，

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｌ）ｎ－ｉ≥ 珮Ｗｉ（Ｋ）ｎ＋ｐ－ｉ珮Ｗｉ（Ｌ）－ｐ； （２０）

ｆｏｒ　ｎ＜ｉ＜ｎ＋ｐ，珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｌ）ｎ－ｉ≤ 珮Ｗｉ（Ｋ）ｎ＋ｐ－ｉ珮Ｗｉ（Ｌ）－ｐ ，ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｎ　ｅｖｅｒｙ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ
ａｎｄ　Ｌｄｉｌａｔｅ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ．
２．４　Ｌｐ－Ｍｉｘｅｄ　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　Ｂｏｄｉｅｓ

Ｉｎ　２０００，ｒｅｆ．［２］ｐｏｓｅｄ　ｔｈｅ　ｎｏｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｂｏｄｙ　ａｓ　ｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｆｏｒ　ｅａｃｈ　Ｋ∈Ｋｎ　ａｎｄ　ｐ≥１，ｔｈｅ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｂｏｄｙΠｐＫｏｆ　Ｋｉｓ　ａｎ　ｏｒｉｇｉｎ－ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ　ｃｏｎｖｅｘ

ｂｏｄｙ　ｗｈｏｓｅ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｉｓ　ｇｉｖｅｎ　ｂｙ

ｈｐΠｐＫ（ｕ）＝
１

ｎωｎｃｎ－２，ｐ∫Ｓｎ－１
｜ｕ·ｖ｜ｐｄＳｐ（Ｋ，ｖ）． （２１）

Ｆｏｒ　ａｌｌ　ｕ∈Ｓｎ－１，ｗｈｅｒｅ　ｕ·ｖ　ｄｅｎｏｔｅｓ　ｔｈｅ　ｓｔａｎｄａｒｄ　ｉｎｎｅｒ　ｐｒｏｄｕｃｔ　ｏｆ　ｕａｎｄ　ｖ，Ｓｐ（Ｋ，·）ｉｓ　ａ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｂｏｒｅｌ
ｍｅａｓｕｒｅ　ｏｎ　Ｓｎ－１，ｉｔ　ｉｓ　ｃａｌｌｅｄ　ｔｈｅ　Ｌｐ－ｓｕｒｆａｃｅ　ａｒｅａ　ｍｅａｓｕｒｅ　ｏｆ　Ｋ．Ｔｈｅ　ｕｎｕｓｕａｌ　ｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ
（２１）ｉｓ　ｃｈｏｓｅｎ　ｓｏ　ｔｈａｔ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｕｎｉｔ　ｂａｌｌ　Ｂ，ｗｅ　ｈａｖｅΠｐＢ＝Ｂ．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｏｒ　ｐ＝１，ｔｈｅ　ｃｏｎｖｅｘ　ｂｏｄｙΠ１Ｋ
ｉｓ　ｔｈｅ　ｃｌａｓｓｉｃａｌ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｂｏｄｙΠＫｏｆ　Ｋｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｎｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ（１１）（ｓｅｅ　ｒｅｆ．［２］）．Ｒｅ－
ｇａｒｄ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｓｔｕｄｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　Ｌｐ－ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｂｏｄｙ，ｗｅ　ｃａｎ　ｒｅｆｅｒ　ｔｏ　ｒｅｆ．［１０　１４］．

Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｒｅｆ．［１３］ｓｈｏｗｓ　ｔｈｅ　ｎｏｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｂｏｄｙ　ａｓ　ｆｏｌｌｏｗｓ：ｆｏｒ　ｅａｃｈ　Ｋ∈Ｋｎｏ，ｒｅ－
ａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｐ≥１ａｎｄ　ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ｔｈｅ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ　ｂｏｄｙΠｐ，ｉＫｏｆ　Ｋｉｓ　ａｎ　ｔｈｅ　ｏｒｉｇｉｎ－ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
ｃｏｎｖｅｘ　ｂｏｄｙ　ｗｈｏｓｅ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｉｓ　ｇｉｖｅｎ　ｂｙ

ｈｐΠｐ，ｉＫ（ｕ）＝
１

ｎωｎｃｎ－２，ｐ∫Ｓｎ－１
｜ｕ·ｖ｜ｐｄＳｐ，ｉ（Ｋ，ｖ）， （２２）

ｆｏｒ　ａｌｌ　ｕ，ｖ∈Ｓｎ－１，Ｓｐ，ｉ（Ｋ，·）（ｉ＝０，１，…，ｎ－１）ｉｓ　ａ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｂｏｒｅｌ　ｍｅａｓｕｒｅ　ｏｎ　Ｓｎ－１．Ｂｙ　ｕｓｉｎｇ（２１）ａｎｄ
ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｉ＝０ｉｎ（２２），ｗｅ　ｈａｖｅΠｐ，０Ｋ ＝ΠｐＫ．
２．５　Ｃｏｎｖｅｘ　ＢｏｄｙΓ－ｐＫａｎｄ　Ｎｅｗ　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ＢｏｄｙΓ－ｐ，ｉＫ

Ｔｈｅ　ｎｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｂｏｄｙΓ－ｐＫｉｓ　ｓｈｏｗｎ　ｂｙ　ｉｎ　ｒｅｆ．［１５］．Ｉｆ　Ｋ∈ Ｋｎ０ａｎｄ　ｐ≥１，ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｂｏｄｙ
Γ－ｐＫｉｓ　ａｎ　ｏｒｉｇｉｎ－ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ　ｂｏｄｙ　ｗｈｏｓｅ　ｒａｄｉａｌ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｉｓ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｂｙ

ρ－ｐΓ－ｐＫ（ｕ）＝
１

Ｖ（Ｋ）∫Ｓｎ－１
｜ｕ·ｖ｜ｐｄＳｐ（Ｋ，ｖ）， （２３）

ｆｏｒ　ａｌｌ　ｕ∈Ｓｎ－１．Ｎｏｔｅ　ｆｏｒ　ｐ≥１，ｔｈｅ　ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｂｏｄｙΓ－ｐＫｉｓ　ａｎ　ｏｒｉｇｉｎ－ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ　ｂｏｄｙ（ｓｅｅ　ｒｅｆ．［１５］）．
Ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｎｏｔｉｏｎ（２３），ｗｅ　ａｌｓｏ　ｓｈｏｗ　ｔｈｅ　ｎｏｔｉｏｎ　ｏｆ　ｎｅｗ　ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ　ｂｏｄｙΓ－ｐ，ｉＫａｓ　ｆｏｌｌｏｗｓ：ｉｆ

Ｋ∈Ｋｎｏａｎｄ　ｐ≥１，ｂｏｄｙΓ－ｐ，ｉＫ（ｉ＝０，１，…，ｎ－１）ｉｓ　ａｎ　ｏｒｉｇｉｎ－ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ　ｂｏｄｙ　ｗｈｏｓｅ　ｒａｄｉａｌ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｉｓ
ｇｉｖｅｎ　ｂｙ

ρ－ｐΓ－ｐ，ｉＫ（ｕ）＝
１

Ｖ（Ｋ）∫Ｓｎ－１
｜ｕ·ｖ｜ｐｄＳｐ，ｉ（Ｋ，ｖ）， （２４）

ｗｈｅｒｅ　Ｓｐ，ｉ（Ｋ，·）（ｉ＝０，１，…，ｎ－１）ａｒｅ　Ｂｏｒｅｌ　ｍｅａｓｕｒｅ　ｏｎ　Ｓｎ－１．Ｂｙ　ｕｓｉｎｇ（２３）ａｎｄ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｉ＝０ｉｎ（２４），

ｗｅ　ｈａｖｅΓ－ｐ，０Ｋ ＝Γ－ｐＫ．
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３　Ｂｒｕｎｎ－Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ　Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｆｏｒ　Ｌｐ－Ｍｉｘｅｄ　Ｃｅｎｔｒｏｉｄ　Ｂｏｄｉｅｓ　ａｎｄ　Ｔｈｅｉｒ　Ｐｏｌｅｒｓ
Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｐｒｏｖｅ　ｔｈｅ　Ｂｒｕｎｎ－Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｑｕｅｒｍａｓｓｉｎｔｅｇｒａｌｓ　ａｎｄ　ｄｕａｌ　ｑｕｅｒ－

ｍａｓｓｉｎｔｅｇｒａｌｓ　ｏｆ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｃｅｎｔｒｏｉｄ　ｂｏｄｉｅｓ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　ｐｏｌｅｒｓ　ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ　ｗｉｔｈ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　Ｂｌａｓｃｈｋｅ
ａｄｄ．

Ｌｅｔ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏａｎｄ　ｐ≥１．Ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｉ≠ｎ，ｎ＋ｐ，ｗｅ　ｗｉｌｌ　ｄｅｆｉｎｅ　ｔｈｅ　ｎｅｗ　ｎｏｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｌｐ－ｍｉｘｅｄ

ｈａｒｍｏｎｉｃ　Ｂｌａｓｃｈｋｅ　ａｄｄ　Ｋ＋
¨

ｐＬｏｆ　Ｋａｎｄ　Ｌ．Ｗｅ　ｄｅｆｉｎｅξ＞０，

ξ
ｐ－ｉ
ｎ＋ｐ－ｉ ＝ １ｎ∫Ｓｎ－１

［Ｖ（Ｋ）－１ρ（Ｋ，ｕ）
ｎ＋ｐ－ｉ＋Ｖ（Ｌ）－１ρ（Ｌ，ｕ）

ｎ＋ｐ－ｉ］ｎ
ｎ＋ｐ－ｉｄＳ（ｕ）， （２５）

ａｎｄ　ｔｈｅｎ　ｔｈｅ　ｒａｄｉａｌ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｓｔａｒ　ｂｏｄｙ　Ｋ＋
¨

ｐＬｉｓ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｂｙ

ξ－
１
ρ（Ｋ＋

¨

ｐＬ，·）ｎ＋ｐ－ｉ ＝Ｖ（Ｋ）－１ρ（Ｋ，·）
ｎ＋ｐ－ｉ＋Ｖ（Ｌ）－１ρ（Ｌ，·）

ｎ＋ｐ－ｉ． （２６）

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｆｏｒ　ｉ＝０，ｔｈｅ　Ｋ＋
¨

ｐＬｉｓ　ｊｕｓｔ　ｔｈｅ　Ｌｐ－ｈａｒｍｏｎｉｃ　Ｂｌａｓｃｈｋｅ　ａｄｄ　ＫｐＬｏｆ　Ｋａｎｄ　Ｌ （ｓｅｅ　ｒｅｆ．

［１７］），ｆｏｒ　ｉ＝０ａｎｄ　ｐ＝１，ｔｈｅ　Ｋ＋
¨

ｐＬｉｓ　ｊｕｓｔ　ｈａｒｍｏｎｉｃ　ａｄｄ　Ｋ＋
＾

Ｌｏｆ　Ｋａｎｄ　Ｌ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏ，ｆｏｒ　ｐ≥１，ｊ＝０，１，…，ｎ－１ａｎｄ　ｅａｃｈ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｉ≠ｐ，ｎ＋ｐ，

Ｗｊ（Γｐ，ｉ（Ｋ＋
¨

ｐＬ））
ｐ
ｎ－ｊ ≥Ｗｊ（Γｐ，ｉＫ）

ｐ
ｎ－ｊ＋Ｗｊ（Γｐ，ｉＬ）

ｐ
ｎ－ｊ， （２７）

ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｆｏｒ　ｐ＝１ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐ，ｉＫａｎｄΓｐ，ｉＬａｒｅ　ｈｏｍｏｔｈｅｔｉｃ　ｉｎ（２７）；ｆｏｒ　ｐ＞１ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐ，ｉＫ
ａｎｄΓｐ，ｉＬｄｉｌａｔｅ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ　ｉｎ（２７）．

Ｐｒｏｏｆ　Ｆｒｏｍ （２５），（２６）ａｎｄ　ｐｏｌａｒ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ　ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｖｏｌｕｍｅ，ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈａｔξ＝Ｖ（Ｋ

＋
¨

ｐＬ）．Ｈｅｎｃｅ，ｆｒｏｍ（２６），ｗｅ　ｈａｖｅ

ρ（Ｋ＋
¨

ｐＬ，·）ｎ＋ｐ－ｉ

Ｖ（Ｋ＋
¨

ｐＬ）
＝ρ
（Ｋ，·）ｎ＋ｐ－ｉ
Ｖ（Ｋ） ＋ρ

（Ｌ，·）ｎ＋ｐ－ｉ
Ｖ（Ｌ） ． （２８）

Ｕｓｉｎｇ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ（３）ａｎｄ（２８），ｗｅ　ｈａｖｅ

ｈｐΓｐ，ｉ（Ｋ＋
¨
ｐＬ）
（ｕ）＝ １

（ｎ＋ｐ）ｃｎ，ｐＶ（Ｋ＋
¨
ｐＬ）∫Ｓｎ－１

｜ｕ·ｖ｜ｐρｎ＋ｐ－ｉ（Ｋ＋¨ｐＬ）
（ｖ）ｄＳ（ｖ）＝ｈｐΓｐ，ｉＫ（ｕ）＋ｈ

ｐ
Γｐ，ｉＬ
（ｕ）．（２９）

Ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ（２９），（１０）ａｎｄ（１３），ｆｏｒ　ｅａｃｈ　Ｑ∈Ｋｎｏ，ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｗｐ，ｊ（Ｑ，Γｐ，ｉ（Ｋ＋
¨

ｐＬ））＝Ｗｐ，ｊ（Ｑ，Γｐ，ｉＫ）＋Ｗｐ，ｊ（Ｑ，Γｐ，ｉＬ）≥

Ｗｊ（Ｑ）
ｎ－ｊ－ｐ
ｎ－ｊ （Ｗｊ（Γｐ，ｉＫ）

ｐ
ｎ－ｊ＋Ｗｊ（Γｐ，ｉＬ）

ｐ
ｎ－ｊ），

ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｆｏｒ　ｐ＝１ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐ，ｉＫａｎｄΓｐ，ｉＬａｒｅ　ｈｏｍｏｔｈｅｔｉｃ；ｆｏｒ　ｐ＞１ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐ，ｉＫａｎｄ
Γｐ，ｉＬｄｉｌａｔｅ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ．

Ｔａｋｉｎｇ　Ｑ＝Γｐ，ｉ（Ｋ＋
¨

ｐＬ），ａｎｄ　ｉｎ　ｖｉｅｗ　ｏｆ　Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｋ）＝Ｗｉ（Ｋ），ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（２７）．Ｔｈｅ
ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．

Ｔａｋｉｎｇ　ｉ＝０ｉｎ　ｔｈｅｏｒｅｍ　１，ｗｅ　ｈａｖｅ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｃｏｒｏｌｌａｒｙ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　１　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏ，ｆｏｒ　ｐ≥１ａｎｄ　ｊ＝０，１，…，ｎ－１，

Ｗｊ（Γｐ（Ｋ＋ｐＬ））
ｐ
ｎ－ｊ ≥Ｗｊ（ΓｐＫ）

ｐ
ｎ－ｊ＋Ｗｊ（ΓｐＬ）

ｐ
ｎ－ｊ， （３０）

ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｆｏｒ　ｐ＝１ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐＫａｎｄΓｐＬａｒｅ　ｈｏｍｏｔｈｅｔｉｃ；ｆｏｒ　ｐ＞１ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐＫａｎｄΓｐＬａｒｅ
ｄｉｌａｔｅｓ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ．

Ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｊ＝０ｏｆ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（３０），ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｔｈｅ　ｃｏｒｏｌｌａｒｙ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　２　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏａｎｄ　ｐ≥１，Ｖ（Γｐ（Ｋ＋ｐＬ））
ｐ
ｎ≥Ｖ（ΓｐＫ）

ｐ
ｎ＋Ｖ（ΓｐＬ）

ｐ
ｎ，ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｆｏｒ　ｐ＝

１ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐＫａｎｄΓｐＬａｒｅ　ｈｏｍｏｔｈｅｔｉｃ，ｆｏｒ　ｐ＞１ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐＫａｎｄΓｐＬｄｉｌａｔｅ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　２ｉｓ　ｊｕｓｔ　ａ　ｒｅｓｕｌｔ　ｏｆ　ｒｅｆ．［１６］．
Ｗｅ　ｇｉｖｅ　ｐｏｌｅ　ｆｏｒｍａｌ　ｏｆ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（２７）ａｓ　ｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏ，ｆｏｒ　ｐ≥１ａｎｄ　ｅａｃｈ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｉ≠ｐ，ｎ＋ｐａｎｄ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｊ≠ｎ，ｆｏｒ　ｊ＜
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ｎ＋ｐ，

珮Ｗｊ（Γ＊ｐ，ｉ（Ｋ＋
¨

ｐＬ））－
ｐ
ｎ－ｊ ≥ 珮Ｗｊ（Γ＊ｐ，ｉＫ）－

ｐ
ｎ－ｊ＋珮Ｗｊ（Γ＊ｐ，ｉＬ）－

ｐ
ｎ－ｊ；

ｆｏｒ　ｊ≥ｎ＋ｐ，

珮Ｗｊ（Γ＊ｐ，ｉ（Ｋ＋
¨

ｐＬ））－
ｐ
ｎ－ｊ ≤ 珮Ｗｊ（Γ＊ｐ，ｉＫ）－

ｐ
ｎ－ｊ＋珮Ｗｊ（Γ＊ｐ，ｉＬ）－

ｐ
ｎ－ｊ．

Ｉｎ　ｅａｃｈ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐ，ｉＫａｎｄΓｐ，ｉＬｄｉｌａｔｅ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ（１５），（２９）ａｎｄ（５），ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈａｔ

Ｗ槇ｊ（Γ＊ｐ，ｉ（Ｋ＋
¨

ｐＬ））－
ｐ
ｎ－ｊ ＝ （１ｎ∫Ｓｎ－１

ｈ－（ｎ－ｊ）Γｐ，ｉ（Ｋ＋
¨
ｐＬ）ｄＳ（ｕ））

－ ｐｎ－ｊ ＝

（１
ｎ∫Ｓｎ－１

（ｈｐΓｐ，ｉＫ（ｕ）＋ｈ
ｐ
Γｐ，ｉＬ
（ｕ））－

ｎ－ｊ
ｐｄＳ（ｕ））－

ｐ
ｎ－ｊ．

Ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ　ｉｎｔｅｇｒａｌ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅ　ｈａｖｅ　ｔｈａｔ　ｆｏｒ　ｉ＜ｎ＋ｐ，

Ｗｊ

～
（Γｐ，ｉ＊（Ｋ＋

¨

ｐＬ））－
ｐ
ｎ－ｊ ≥ （１ｎ∫Ｓｎ－１

ｈ－（ｎ－ｊ）Γｐ，ｉＫ ｄＳ（ｕ））
－ ｐｎ－ｊ＋（１ｎ∫Ｓｎ－１

ｈ－（ｎ－ｊ）Γｐ，ｉＬ ｄＳ（ｕ））
－ ｐｎ－ｊ ＝

Ｗｊ

～
（Γ＊ｐ，ｉＫ）－

ｐ
ｎ－ｊ＋Ｗｊ

～
（Γ＊ｐ，ｉＬ）－

ｐ
ｎ－ｊ；

ｆｏｒ　ｊ≥ｎ＋ｐ，

Ｗｊ

～
（Γ＊ｐ，ｉ（Ｋ＋

¨

ｐＬ））－
ｐ
ｎ－ｊ ≤ （１ｎ∫Ｓｎ－１

ｈ－（ｎ－ｊ）Γｐ，ｉＫ ｄＳ（ｕ））
－ ｐｎ－ｊ＋（１ｎ∫Ｓｎ－１

ｈ－（ｎ－ｊ）Γｐ，ｉＬ ｄＳ（ｕ））
－ ｐｎ－ｊ ＝

Ｗｊ

～
（Γ＊ｐ，ｉＫ）－

ｐ
ｎ－ｊ＋Ｗｊ

～
（Γ＊ｐ，ｉＬ）－

ｐ
ｎ－ｊ．

Ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ｏｆ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｏｆ　Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ　ｉｎｔｅｇｒａｌ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｓ
ｔｒｕｅ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐ，ｉＫａｎｄΓｐ，ｉＬｄｉｌａｔｅ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．

Ｆｏｒ　ｉ＝０ｉｎ　ｔｈｅｏｒｅｍ　２，ｗｅ　ｈａｖｅ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｃｏｒｏｌｌａｒｙ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　３　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏ，ｆｏｒ　ｐ≥１ａｎｄ　ｅａｃｈ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｊ≠ｎ，ｆｏｒ　ｉ＜ｎ＋ｐ，

珮Ｗｊ（Γ＊ｐ （ｋｐＬ））－
ｐ
ｎ－ｊ ≥ 珮Ｗｊ（Γ＊ｐＫ）－

ｐ
ｎ－ｊ＋珮Ｗｊ（Γ＊ｐＬ）－

ｐ
ｎ－ｊ； （３１）

ｆｏｒ　ｊ≥ｎ＋ｐ，珮Ｗｊ（Γ＊ｐ （ｋｐＬ））－
ｐ
ｎ－ｊ ≤ 珮Ｗｊ（Γ＊ｐＫ）－

ｐ
ｎ－ｊ ＋珮Ｗｊ（Γ＊ｐＬ）－

ｐ
ｎ－ｊ ．Ｉｎ　ｅａｃｈ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ

ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐＫａｎｄΓｐＬｄｉｌａｔｅ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ．
Ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｃａｓｅ　ｊ＝０ｏｆ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（３１），ｉｔ　ｆｏｌｌｏｗｓ　ｔｈｅ　ｃｏｒｏｌｌａｒｙ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　４　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏａｎｄ　ｐ≥１，Ｖ（Γ＊ｐ （ｋｐＬ））－
ｐ
ｎ ≥Ｖ（Γ＊ｐＫ）－

ｐ
ｎ ＋Ｖ（Γ＊ｐＬ）－

ｐ
ｎ ；ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ

ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆΓｐＫａｎｄΓｐＬｄｉｌａｔｅ　ｅａｃｈ　ｏｔｈｅｒ．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ　４ｉｓ　ｊｕｓｔ　ａ　ｒｅｓｕｌｔ　ｏｆ　ｒｅｆ．［１６］．

４　Ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ　ｏｆ　Ｌｐ－Ｍｉｘｅｄ　Ｃｅｎｔｒｏｉｄ　ＢｏｄｙΓｐ，ｉＫａｎｄ　Ｎｅｗ　Ｇｅｏｍｅｔ－
ｒｉｃ　Ｂｏｄｙ

Ｌｅｔ　ｐ≥１ａｎｄ　ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ａｎｄ　ｌｅｔ　Ｚ－ｐ，ｉｄｅｎｏｔｅ　ｔｈｅ　ｓｕｂｓｅｔ　ｏｆ　Ｋｎ　ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ　ｔｈｅ　ｏｒｉｇｉｎ－ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ
ｃｏｎｖｅｘ　ｂｏｄｉｅｓ　ａｆｆｅｃｔｅｄ　ｂｙ　ｏｐｅｒａｔｏｒΓ－ｐ，ｉ，ｎａｍｅｌｙ，Ｚ－ｐ，ｉ＝｛Γ－ｐ，ｉＫ，Ｋ∈Ｋｎｓ｝．Ｌｅｔ　Ｚ＊－ｐ，ｉｄｅｎｏｔｅ　ｔｈｅ　ｓｕｂｓｅｔ　ｏｆ
Ｋｎ　ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ　ｔｈｅ　ｏｒｉｇｉｎ－ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ　ｃｏｎｖｅｘ　ｂｏｄｉｅｓ　ａｆｆｅｃｔｅｄ　ｂｙ　ｏｐｅｒａｔｏｒΓ＊－ｐ，ｉ，ｎａｍｅｌｙ，Ｚ＊－ｐ，ｉ＝｛Γ＊－ｐ，ｉＫ，Ｋ∈
Ｋｎｓ｝．Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｅｓｔａｂｌｉｓｈ　ｓｏｍｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｆｏｒ　ｏｐｅｒａｔｏｒΓｐ，ｉ（ｐ≥１，ｉ∈Ｒ）ａｎｄ　ｏｐｅｒａ－
ｔｏｒΓ－ｐ，ｉ（ｐ≥１，ｉ＝０，１，…，ｎ－１）．

Ｌｅｍｍａ　１　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｋｎｓ，ｐ≥１，ａｎｄ　ｉ＝０，１，…，ｎ－１，

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Γ＊－ｐ，ｉＬ）
Ｖ（Ｋ） ＝Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Γ＊－ｐ，ｉＫ）

Ｖ（Ｌ） ． （３２）

Ｐｒｏｏｆ　Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ　ｔｏ（１０），（５）ａｎｄ（２４），ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Γ＊－ｐ，ｉＬ）＝ １ｎ∫Ｓｎ－１
ｈｐΓ＊－ｐ，ｉＬ（ｖ）ｄＳｐ，ｉ（Ｋ，ｖ）＝

１
ｎ∫Ｓｎ－１

ρ－ｐΓ－ｐ，ｉＬ（ｖ）ｄＳｐ，ｉ（Ｋ，ｖ）＝
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１
ｎＶ（Ｌ）∫Ｓｎ－１∫Ｓｎ－１

｜ｕ·ｖ｜ｐｄＳｐ，ｉ（Ｌ，ｕ）ｄＳｐ，ｉ（Ｋ，ｖ）＝

Ｖ（Ｋ）
ｎＶ（Ｌ）∫Ｓｎ－１

ρ－ｐΓ－ｐ，ｉＫ（ｕ）ｄＳｐ，ｉ（Ｌ，ｕ）＝

Ｖ（Ｋ）
ｎＶ（Ｌ）∫Ｓｎ－１

ｈｐΓ＊－ｐ，ｉＫ（ｕ）ｄＳｐ，ｉ（Ｌ，ｕ）＝

Ｖ（Ｋ）
Ｖ（Ｌ）Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Γ＊－ｐ，ｉＫ）．

Ｓｏ　ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ（３２）．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ３　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｋｎｓ，Γ－ｐ，ｉＫ Γ－ｐ，ｉＬ，ｐ≥１ａｎｄ　ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ｔｈｅｎ

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）
Ｖ（Ｋ） ≥

Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ）
Ｖ（Ｌ）

（３３）

ｆｏｒ　ｅａｃｈ　Ｑ∈Ｚ＊－ｐ，ｉ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｓｉｎｃｅ　Ｑ∈Ｚ＊－ｐ，ｉ，ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｍ∈Ｋｎｓ，ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　Ｑ＝Γ＊－ｐ，ｉＭ．Ｈｅｎｃｅ，ｆｒｏｍ　ｌｅｍｍａ　１，

ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ
Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）
Ｖ（Ｋ） ＝Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Γ＊－ｐ，ｉＭ）

Ｖ（Ｋ） ＝Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊－ｐ，ｉＫ）
Ｖ（Ｍ）

， （３４）

Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ）
Ｖ（Ｌ） ＝Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊－ｐ，ｉＬ）

Ｖ（Ｍ）
， （３５）

ｓｉｎｃｅΓ－ｐ，ｉＫΓ－ｐ，ｉＬ，ｗｅ　ｈａｖｅΓ＊－ｐ，ｉＫΓ＊－ｐ，ｉＬ，ｎａｍｅｌｙ，ｈΓ＊－ｐ，ｉＫ（ｕ）≥ｈΓ＊－ｐ，ｉＬ（ｕ）ｉｓ　ｔｒｕｅ　ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｕ∈Ｓ
ｎ－１．

Ｆｒｏｍ　ｔｈｉｓ　ｒｅｓｕｌｔ　ａｎｄ（１０），ｗｅ　ｈａｖｅ　Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊－ｐ，ｉＫ）≥Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊－ｐ，ｉＬ）．Ｂｙ　ｕｓｉｎｇ（３４）ａｎｄ（３５）ｏｎ
ａｂｏｖｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ｔｈｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（３３）ｉｓ　ｔｒｕｅ．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．

Ｆｏｒ　ｉ＝０，ｆｒｏｍ（９），ｗｅ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅｏｒｅｍ　３ｉｓ　ｔｈｅ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ　ｉｎ　ｒｅｆ．
［１６］．

Ｌｅｍｍａ　２　Ｉｆ　Ｋ∈Ｓｎｏ，Ｌ∈Ｋｎｓ，ｐ≥１ａｎｄ　ｉ＝０，１，…，ｎ－１，

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Γ－ｐ，ｉＬ）＝
（ｎ＋ｐ）ｃｎ，ｐＶ（Ｋ）

Ｖ（Ｌ） Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Γｐ，ｉＫ）． （３６）

Ｐｒｏｏｆ　Ｆｒｏｍ（１８），（１０），（２４），ａｎｄ　ｔｈｅ　Ｆｕｂｉｎｉ　ｔｈｅｏｒｅｍ，ｗｅ　ｈａｖｅ

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Γ－ｐ，ｉＬ）＝ １ｎ∫Ｓｎ－１
ρ
ｎ＋ｐ－ｉ
Ｋ （ｕ）ρ－ｐΓ－ｐ，ｉＬ（ｕ）ｄＳ（ｕ）＝

１
ｎＶ（Ｋ）∫Ｓｎ－１

ρ
ｎ＋ｐ－ｉ
Ｋ （ｕ）∫Ｓｎ－１

｜ｕ·ｖ｜ｐｄＳｐ，ｉ（Ｌ，ｖ）ｄＳ（ｖ）＝

（ｎ＋ｐ）ｃｎ，ｐＶ（Ｋ）
ｎＶ（Ｌ） ∫Ｓｎ－１

ｈｐΓｐ，ｉＫ（ｖ）ｄＳｐ，ｉ（Ｌ，ｖ）＝
（ｎ＋ｐ）ｃｎ，ｐＶ（Ｋ）

Ｖ（Ｌ） Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Γｐ，ｉＫ）．

Ｓｏ　ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ（３６）．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．
Ｆｏｒ　ｉ＝０ａｎｄ　ｐ＝２，ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ（３６）ｉｓ　ｐｒｏｖｅｄ　ｉｎ　ｒｅｆ．［１７］．Ｆｏｒ　ｉ＝０ａｎｄ　ｐ≥１，ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ（３６）ｉｓ

ｐｒｏｖｅｄ　ｉｎ　ｒｅｆ．［１６］．
Ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｔｈｅｏｒｅｍ　ｉｓ　ｔｈｅ　ｄｕａｌ　ｆｏｒｍ　ｏｆ　ｔｈｅｏｒｅｍ　２．
Ｔｈｅｏｒｅｍ４　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏ，Γｐ，ｉＫΓｐ，ｉＬ，ｐ≥１，ａｎｄ　ｉ＝０，１，…，ｎ－１，

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）
Ｖ（Ｋ） ≤

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ）
Ｖ（Ｌ）

， （３７）

ｆｏｒ　ｅａｃｈ　Ｑ∈Ｚ－ｐ，ｉ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎΓｐ，ｉＫΓｐ，ｉＬａｎｄ　ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ（１０），ｆｏｒ　ｅａｃｈ　Ｍ∈Ｋｎｏ，ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γｐ，ｉＫ）≤Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γｐ，ｉＬ）． （３８）

Ｓｉｎｃｅ　Ｑ∈Ｚ－ｐ，ｉ，ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｍ∈Ｋｎｓ，ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　Ｑ＝Γ－ｐ，ｉＭ．Ｈｅｎｃｅ，ｆｒｏｍ　ｌｅｍｍａ　２，ｗｅ　ｈａｖｅ
珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）
Ｖ（Ｋ） ＝

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Γ－ｐ，ｉＭ）
Ｖ（Ｋ） ＝

（ｎ＋ｐ）ｃｎ，ｐＷｐ，ｉ（Ｍ，Γｐ，ｉＫ）
Ｖ（Ｍ）

，

ａｎｄ
珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ）
Ｖ（Ｌ） ＝

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Γ－ｐ，ｉＭ）
Ｖ（Ｌ） ＝

（ｎ＋ｐ）ｃｎ，ｐＷｐ，ｉ（Ｍ，Γｐ，ｉＬ）
Ｖ（Ｍ） ．
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Ｂｙ　ｕｓｉｎｇ（３８），ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ（３７）．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．
Ｆｏｒ　ｉ＝０，ｆｒｏｍ（１７）ｗｅ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅｏｒｅｍ　３ｉｓ　ｔｈｅ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ　ｉｎ　ｒｅｆ．

［１８］．
Ｌｅｍｍａ　３　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏ，ｐ≥１，ｉ≠ｎ，ｉ≠ｎ＋ｐ，

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）＝珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ）， （３９）

ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌｆｏｒ　ａｎｙ　Ｑ∈Ｓｎｏ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｆｏｒ　Ｋ＝Ｌ，ｗｅ　ｅａｓｉｌｙ　ｋｎｏｗ（３９）ｉｓ　ｔｒｕｅ．Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ，ｆｏｒ　ｉ＜ｎ（ｏｒ　ｉ＞ｎ＋ｐ），ｔａｋｉｎｇ　Ｑ＝Ｋｉｎ

（３９），ａｎｄ　ｕｓｉｎｇ（１９）ａｎｄ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（２０），ｗｅ　ｈａｖｅ珮Ｗｉ（Ｋ）ｎ－ｉ ＝ 珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Ｋ）ｎ－ｉ ≥ 珮Ｗｉ（Ｌ）ｎ＋Ｐ－ｉ珮Ｗｉ（Ｋ）－ｐ，

ｎａｍｅｌｙ，珮Ｗｉ（Ｌ）ｎ＋ｐ－ｉ≥ 珮Ｗｉ（Ｋ）ｎ＋ｐ－ｉ．Ｔｈａｔ　ｙｉｅｌｄｓ珮Ｗｉ（Ｌ）≥ 珮Ｗｉ（Ｋ）（ｏｒ珮Ｗｉ（Ｌ）≤ 珮Ｗｉ（Ｋ）），ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ
ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋａｎｄ　Ｌｄｉｌａｔｅ．

Ａｇａｉｎ　ｌｅｔ　Ｑ＝Ｌｉｎ（３９），ａｎｄ　ｗｅ　ｇｅｔ珮Ｗｉ（Ｋ）ｎ＋ｐ－ｉ≥ 珮Ｗｉ（Ｌ）ｎ＋ｐ－ｉ，ｎａｍｅｌｙ，珮Ｗｉ（Ｋ）≥ 珮Ｗｉ（Ｌ）（ｏｒ珮Ｗｉ（Ｋ）

≤ 珮Ｗｉ（Ｌ）），ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｌａｎｄ　Ｋｄｉｌａｔｅ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，珮Ｗｉ（Ｋ）＝珮Ｗｉ（Ｌ），ａｎｄ　Ｋａｎｄ　Ｌｍｕｓｔ　ｄｉｌａｔｅ．Ｔｈｕｓ　Ｋ＝Ｌ．
Ｓｉｍｉｌａｒ　ｔｏ　ｔｈｅ　ａｂｏｖｅ　ｐｒｏｏｆ，ｆｏｒ　ｎ＜ｉ＜ｎ＋ｐ，ｗｅ　ｍａｙ　ｐｒｏｖｅ　ｌｅｍｍａ　３．
Ｔｏ　ｓｕｍ　ｕｐ，ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　ｌｅｍｍａ　３ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｄ．
Ｌｅｍｍａ　４　Ｉｆ　Ｋ∈Ｋｎｏ，Ｌ∈Ｓｎｏ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ａｎｄ　ｐ≥１，

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Γｐ，ｉＬ）＝ ωｎ
Ｖ（Ｌ）

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Π＊
ｐ，ｉＫ）． （４０）

Ｐｒｏｏｆ　Ｆｒｏｍ（１０）ａｎｄ（１８），ａｎｄ　ｔｈｅ　ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ（３），（２１）ａｎｄ（５），ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Γｐ，ｉＬ）＝ １ｎ∫Ｓｎ－１
ｈｐΓｐ，ｉＬ（ｕ）ｄＳｐ，ｉ（Ｋ，ｕ）＝

１
ｎ（ｎ＋ｐ）ｃｎ，ｐＶ（Ｌ）

·

∫Ｓｎ－１∫Ｓｎ－１
｜ｕ·ｖ｜ｐρ

ｎ＋ｐ－ｉ
Ｌ （ｖ）ｄＳ（ｖ）ｄＳｐ，ｉ（Ｋ，ｕ）＝ ωｎ

ｎＶ（Ｌ）
·

∫Ｓｎ－１
ρ
ｎ＋ｐ－ｉ
Ｌ （ｖ）ｈｐΠｐ，ｉＫｄＳ（ｖ）＝

ωｎ
ｎＶ（Ｌ）

·

∫Ｓｎ－１
ρ
ｎ＋ｐ－ｉ
Ｌ （ｖ）ρ－ｐΠ＊ｐ，ｉＫ（ｖ）ｄＳ（ｖ）＝

ωｎ
Ｖ（Ｌ）

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Π＊
ｐ，ｉＫ）．

Ｓｏ　ｗｅ　ｇｅｔ（４０）．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．
Ｌｅｍｍａ　５　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｓｎｏａｎｄ　ｐ≥１，ｆｏｒ　ａｎｙ　ｒｅａｌ　ｎｕｍｂｅｒ　ｉ≠ｎａｎｄ　ｉ≠ｎ＋ｐ，

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Γ＊ｐ，ｉＬ）
Ｖ（Ｋ） ＝

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Γ＊ｐ，ｉＫ）
Ｖ（Ｌ） ． （４１）

Ｐｒｏｏｆ　Ｆｒｏｍ（１２），（５）ａｎｄ（３），ｗｅ　ｈａｖｅ

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Γ＊ｐ，ｉＫ）＝ １ｎ∫Ｓｎ－１
ρ
ｎ＋ｐ－ｉ
Ｌ （ｕ）ρ－ｐΓ＊ｐ，ｉＫ（ｕ）ｄＳ（ｕ）＝

１
ｎ（ｎ＋ｐ）ｃｎ，ｐＶ（Ｋ）

∫Ｓｎ－１∫Ｓｎ－１
ρ
ｎ＋ｐ－ｉ
Ｌ （ｕ）ρ

ｎ＋ｐ－ｉ
Ｋ （ｖ）｜ｕ·ｖ｜ｐｄＳ（ｖ）ｄＳ（ｕ）＝ Ｖ

（Ｌ）
ｎＶ（Ｋ）

·

∫Ｓｎ－１
ρ
ｎ＋ｐ－ｉ
Ｋ （ｖ）ρ－ｐΓ＊ｐ，ｉＬ（ｖ）ｄＳ（ｖ）＝

Ｖ（Ｌ）
Ｖ（Ｋ）

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Γ＊ｐ，ｉＬ）．

Ｓｏ　ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ（４１）．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ５　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｋｎｏ，ｐ≥１ａｎｄ　ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｑ∈Ｓｎｏ，ｗｅ　ｈａｖｅ珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）≤

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ），ｔｈｅｎ

Ｗｉ（Γｐ，ｉＫ）－
ｐ
ｎ－ｉ

Ｖ（Ｋ） ≥
Ｗｉ（Γｐ，ｉＬ）－

ｐ
ｎ－ｉ

Ｖ（Ｌ）
， （４２）

珮Ｗｉ（Γ＊ｐ，ｉＫ）
ｐ
ｎ－ｉ

Ｖ（Ｋ） ≥
珮Ｗｉ（Γ＊ｐ，ｉＬ）

ｐ
ｎ－ｉ

Ｖ（Ｌ）
， （４３）
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ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｓｉｎｃｅ　ｆｏｒ　ｐ≥１ａｎｄ　ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｑ∈Ｓｎｏ，ｗｅ　ｈａｖｅ珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）≤珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，

Ｑ）．Ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｍ∈Ｋｎｏ，ｔａｋｉｎｇ　Ｑ＝Π＊
ｐ，ｉＭ，ｗｅ　ｈａｖｅ
珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Π＊

ｐ，ｉＭ）≤ 珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Π＊
ｐ，ｉＭ）． （４４）

Ｆｒｏｍ　ｌｅｍｍａ　３，ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｓ　ｔｒｕｅ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．
Ｆｒｏｍ　ｌｅｍｍａ　３，ｗｅ　ｈａｖｅ

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Π＊
ｐ，ｉＭ）＝Ｖ

（Ｋ）
ωｎ

Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γｐ，ｉＫ），

ａｎｄ

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Π＊
ｐ，ｉＭ）＝Ｖ

（Ｌ）
ωｎ
Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γｐ，ｉＬ）．

Ｔｈｕｓ，ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ（４４），ｗｅ　ｇｅｔ　Ｖ（Ｋ）Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γｐ，ｉＫ）≤Ｖ（Ｌ）Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γｐ，ｉＬ）．Ｌｅｔ　Ｍ＝Γｐ，ｉＬ，ｓｉｎｃｅ　ｐ≥１
ａｎｄ　ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ｂｙ　ｕｓｉｎｇ（１２），ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ

Ｖ（Ｌ）Ｗｉ（Γｐ，ｉＬ）≥Ｖ（Ｋ）Ｗｐ，ｉ（Γｐ，ｉＬ，Γｐ，ｉＫ）≥Ｖ（Ｋ）Ｗｉ（Γｐ，ｉＬ）
ｎ－ｉ－ｐ
ｎ－ｉ Ｗｉ（Γｐ，ｉＫ）

ｐ
ｎ－ｉ．

Ｔｈｕｓ，ｗｅ　ｅａｓｉｌｙ　ｇｅｔ（４２）．Ａｎｄ　ｆｒｏｍ（４４）ａｎｄ（１３），ｗｅ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｈｏｌｄｓ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．
Ｓｉｎｃｅ　ｐ≥１，ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｑ∈Ｓｎｏ，ｗｅ　ｈａｖｅ珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）≤珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ），ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｍ∈

Ｋｎｏ．Ｔａｋｉｎｇ　Ｑ＝Γ＊ｐ，ｉＭ，ｗｅ　ｈａｖｅ
珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Γ＊ｐ，ｉＭ）≤ 珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Γ＊ｐ，ｉＭ）， （４５）

ｆｒｏｍ　ｌｅｍｍａ　３，ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｓ　ｔｕｒｅ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．
Ｆｒｏｍ　ｌｅｍｍａ　５，ｗｅ　ｈａｖｅ

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｋ，Γ＊ｐ，ｉＭ）＝
珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊ｐ，ｉＫ）Ｖ（Ｋ）

Ｖ（Ｍ）
，珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｌ，Γ＊ｐ，ｉＭ）＝

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊ｐ，ｉＬ）Ｖ（Ｌ）
Ｖ（Ｍ） ．

Ｔｈｕｓ，ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ（４５），ｗｅ　ｇｅｔ
Ｖ（Ｋ）珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊ｐ，ｉＫ）

Ｖ（Ｍ） ≤
Ｖ（Ｌ）珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊ｐ，ｉＬ）

Ｖ（Ｍ）
，

ｎａｍｅｌｙ，Ｖ（Ｌ）珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊ｐ，ｉＬ）≥Ｖ（Ｋ）珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊ｐ，ｉＫ），ｔａｋｉｎｇ　Ｍ＝Γ＊ｐ，ｉＬ，ｗｅ　ｈａｖｅ　Ｖ（Ｌ）珮Ｗｉ（Γ＊ｐ，ｉＬ）≥
Ｖ（Ｋ）珮Ｗ－ｐ，ｉ（Γ＊ｐ，ｉＬ，Γ＊ｐ，ｉＫ）．

Ｓｉｎｃｅ　ｉ＜ｎ，ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ（２０），ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｖ（Ｌ）珮Ｗｉ（Γ＊ｐ，ｉＬ）≥Ｖ（Ｋ）珮Ｗ－ｐ，ｉ（Γ＊ｐ，ｉＬ，Γ＊ｐ，ｉＫ）≥Ｖ（Ｋ）珮Ｗｉ（Γ＊ｐ，ｉＬ）
ｎ＋ｐ－ｉ
ｎ－ｉ珮Ｗｉ（Γ＊ｐ，ｉＫ）－

ｐ
ｎ－ｉ．

Ｆｒｏｍ　ｔｈｉｓ，ｗｅ　ｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙ　ｏｂｔａｉｎ（４３）；ａｎｄ　ｆｒｏｍ（４５）ａｎｄ（１９），ｗｅ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｈｏｌｄｓ　ｉｆ　ａｎｄ
ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．

Ｆｏｒ　ｉ＝０，ｆｒｏｍ（７）ａｎｄ（１５），ｗｅ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅｏｒｅｍ　５ｉｓ　ｔｈｅ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｒｅ－
ｓｕｌｔ　ｉｎ　ｒｅｆ．［１２］．

Ｌｅｍｍａ　６［１４］　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｋｎｏ，０≤ｉ＜ｎ，ｐ≥１，ｎ－ｉ≠ｐ，ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｑ∈Ｋｎｏ，Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）＝Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ）ｉｆ　ａｎｄ
ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ６　Ｉｆ　Ｋ，Ｌ∈Ｋｎｏ，ｐ≥１，ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ｎ－ｉ≠ｐ，ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｑ∈Ｋｎｏ，ｗｅ　ｈａｖｅ　Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）≤
Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ）．Ｔｈｅｎ

珮Ｗｉ（Γ－ｐ，ｉＫ）
ｐ
ｎ－ｉ

Ｖ（Ｋ） ≥
珮Ｗｉ（Γ－ｐ，ｉＬ）

ｐ
ｎ－ｉ

Ｖ（Ｌ）
， （４６）

ａｎｄ

Ｗｉ（Γ＊－ｐ，ｉＫ）－
ｐ
ｎ－ｉ

Ｖ（Ｋ） ≥
Ｗｉ（Γ＊－ｐ，ｉＬ）－

ｐ
ｎ－ｉ

Ｖ（Ｌ）
， （４７）

ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｆｒｏｍｐ≥１，ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｑ∈Ｋｎｏ，Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）≤Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ）．Ｓｏ　ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｍ∈

Ｋｎｏ，ｔａｋｉｎｇ　Ｑ＝Γｐ，ｉＭ，ｗｅ　ｈａｖｅ
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Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Γｐ，ｉＭ）≤Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Γｐ，ｉＭ）． （４８）

Ｆｒｏｍ　ｌｅｍｍａ　６，ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｈｏｌｄｓ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．
Ｆｒｏｍ　ｌｅｍｍａ　２，ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Γｐ，ｉＭ）＝ Ｖ（Ｋ）
（ｎ＋ｐ）ｃｎ，ｐＶ（Ｍ）

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｍ，Γ－ｐ，ｉＫ），

ａｎｄ

Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Γｐ，ｉＭ）＝ Ｖ（Ｌ）
（ｎ＋ｐ）ｃｎ，ｐＶ（Ｍ）

珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｍ，Γ－ｐ，ｉＬ）．

ｔｏｇｅｔｈｅｒ　ｗｉｔｈ（４８），ｗｅ　ｏｂｔａｉｎ　Ｖ（Ｌ）珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｍ，Γ－ｐ，ｉＬ）≥Ｖ（Ｋ）珮Ｗ－ｐ，ｉ（Ｍ，Γ－ｐ，ｉＫ）．
Ｔａｋｉｎｇ　Ｍ＝Γ－ｐ，ｉＬ，ｗｅ　ｈａｖｅ　Ｖ（Ｌ）珮Ｗｉ（Γ－ｐ，ｉＬ）≥Ｖ（Ｋ）珮Ｗ－ｐ，ｉ（Γ－ｐ，ｉＬ，Γ－ｐ，ｉＫ）．
Ｓｉｎｃｅ　ｉ＜ｎ，ｂｙ　ｕｓｉｎｇ（２０），ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｖ（Ｌ）珮Ｗｉ（Γ－ｐ，ｉＬ）≥Ｖ（Ｋ）珮Ｗ－ｐ，ｉ（Γ－ｐ，ｉＬ，Γ－ｐ，ｉＫ）≥Ｖ（Ｋ）珮Ｗｉ（Γ－ｐ，ｉＬ）
ｎ＋ｐ－ｉ
ｎ－ｉ珮Ｗｉ（Γ－ｐ，ｉＫ）－

ｐ
ｎ－ｉ．

Ｓｏ　ｗｅ　ｅａｓｉｌｙ　ｏｂｔａｉｎ（４６）．Ａｎｄ　ｆｒｏｍ（４８）ａｎｄ（１９），ｗｅ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｈｏｌｄｓ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．
Ｂｅｓｉｄｅｓ，ｓｉｎｃｅ　ｐ≥１，ｉ＝０，１，…，ｎ－１，ａｎｄ　ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｑ∈Ｋｎｏ，ｗｅ　ｈａｖｅ　Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Ｑ）≤ Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Ｑ）．Ｆｒｏｍ

ｌｅｍｍａ　６，ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｈｏｌｄｓ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．
Ｆｏｒ　ａｎｙ　Ｍ∈Ｋｎｏ，ｗｅ　ｔａｋｅ　Ｑ＝Γ＊－ｐ，ｉＭ．Ｔｈｅｎ　ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Γ＊－ｐ，ｉＭ）≤Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Γ＊－ｐ，ｉＭ）， （４９）

ｗｉｔｈ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．
Ｆｒｏｍ　ｌｅｍｍａ　５，ｗｅ　ｈａｖｅ

Ｗｐ，ｉ（Ｋ，Γ＊－ｐ，ｉＭ）＝
Ｖ（Ｋ）Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊－ｐ，ｉＫ）

Ｖ（Ｍ）
，

ａｎｄ

Ｗｐ，ｉ（Ｌ，Γ＊－ｐ，ｉＭ）＝
Ｖ（Ｌ）Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊－ｐ，ｉＬ）

Ｖ（Ｍ） ．

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ　ｔｏ（４９），ｗｅ　ｅａｓｉｌｙ　ｈａｖｅ
Ｖ（Ｌ）Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊－ｐ，ｉＬ）≥Ｖ（Ｋ）Ｗｐ，ｉ（Ｍ，Γ＊－ｐ，ｉＫ）．

Ｔａｋｉｎｇ　Ｍ＝Γ＊－ｐ，ｉＬｉｎ　ａｂｏｖｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ａｎｄ　ｕｓｉｎｇ（１３），ｗｅ　ｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙ　ｏｂｔａｉｎ

Ｖ（Ｌ）Ｗｉ（Γ＊－ｐ，ｉＬ）≥Ｖ（Ｋ）Ｗｐ，ｉ（Γ＊－ｐ，ｉＬ，Γ＊－ｐ，ｉＫ）≥Ｖ（Ｋ）Ｗｉ（Γ＊－ｐ，ｉＬ）
ｎ－ｉ－ｐ
ｎ－ｉ Ｗｉ（Γ＊－ｐ，ｉＫ）

ｐ
ｎ－ｉ．

Ｔｈｕｓ，ｗｅ　ｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙ　ｏｂｔａｉｎ（４７）．Ａｎｄ　ｆｒｏｍ（４９）ａｎｄ（１３），ｗｅ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｅｑｕａｌｉｔｙ　ｈｏｌｄｓ　ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ
ｉｆ　Ｋ＝Ｌ．Ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｉｓ　ｃｏｍｐｌｅｔｅ．

Ｉｆ　ｉ＝０，ｆｒｏｍ（７），ｗｅ　ｋｎｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅｏｒｅｍ　６ｉｓ　ｔｈｅ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ　ｒｅｓｕｌｔ　ｉｎ　ｒｅｆ．
［１６］．
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Ｌｐ 混合质心体均质积分和对偶均质积分
Ｂｒｕｎｎ－Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式

马统一１，２，刘春燕２
（１．河西学院数学与统计学院，甘肃 张掖　７３４０００；２．西北师范大学数学与信息科学学院，甘肃 兰州　７３００７０）

摘 　 要：定义了新几何体Γ－ｐ，ｉＫ 和Ｌｐ 混合调和Ｂｌａｓｃｈｋｅ加Ｋ＋
¨

ｐＬ的概念，建立了Ｌｐ 混合质心体Γｐ，ｉＫ 的均质积分

和对偶均质积分的Ｂｒｕｎｎ－Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式，并研究了算子Γｐ，ｉ和Γ－ｐ，ｉ的单调性．
关键词：Ｌｐ 质心体；Ｌｐ 混合质心体；Ｌｐ 混合投影体；均质积分；对偶均质积分；Ｌｐ 混合调和Ｂｌａｓｃｈｋｅ加
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