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基于分形理论的高速压制粉末颗粒摩擦力分析
＊

谷成玲
（莱芜职业技术学院，山东 莱芜　２７１１００）

摘　要：按Ｂｏｗｄｅｎ和Ｔａｂｏｒ的原始处理，基于分形理论将总黏着摩擦 系 数 表 示 为 弹 性 及 塑 性 区 中 的 黏 着 摩 擦 系 数 的

组合，建立了黏着摩擦系数的分形模型和粉末颗粒的内摩擦与分形维数的数学模型．通过函数曲线分析了粉末颗粒的分形

维数对总的黏着摩擦系数、粉末颗粒的内摩擦力的影响．研究表明：对于一定的分形维数，总的黏着摩擦系数随归一接触面

积的增大而急剧减小，粉末颗粒 的 内 摩 擦 力 随 粉 末 颗 粒 的 分 形 维 数 的 增 大 和 温 度 的 升 高 而 很 快 达 到 材 料 的 塑 性 剪 切 强

度值．
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２００１年瑞典的 Ｈｇａｎｓ　ＡＢ公司的Ｐａｕｌ　Ｓｋｏｇｌｕｎｄ提出了高速压制 （Ｈｉｇｈ　Ｖｅｌｏｃｉｔｙ　Ｃｏｍｐａｃｔｉｏｎ，简

称 ＨＶＣ）技术，其压制速度比传统压制高５００～１　０００倍，压机锤头速度高达２～３０ｍ／ｓ，液压驱动的锤头

重达５～１　２００ｋｇ，粉末在０．０２ｓ之内通过高能量冲击进行压制．锤头的质量和它在冲击瞬间的速度决定

了压制能量的大小和材料致密的程度［１　２］．ＨＶＣ中，粉体因受到锤头的强烈冲击而高速运动，粉末颗粒间

以及颗粒与模具之间的相互碰撞和摩擦，使粉末颗粒的接触点产生高温和大量的热能［１　２］，且使得粉末颗

粒易发生塑性变形，而表现出明显的黏性性质．目前，分形几何作为一种工具用于表征表面构形已引起人

们的关注［３　４］，Ｍａｊｕｍｄａｒ和Ｂｈｕｓｈａｎ［５］建立了粗糙表面间弹塑性接触的分形模型，由于此模型忽略了接

触斑点间的相互作用，因此对于低载荷情况下有效，而对于高载荷情况下并不适用．陈大年，陈建平等［６］研

究了接触斑点的黏着摩擦系数，总的粘着摩擦系数被表示为弹性接触区与塑性接触区的粘着摩擦系数的

组合．
笔者利用分形几何方法研究分形参数与黏着摩擦系数的关系，然后在此基础上推导粉末颗粒内摩擦

的计算公式，最后通过粉 末 颗 粒 内 摩 擦 力 计 算 公 式 的 函 数 图 像 分 析 了 分 形 参 数 对 粉 末 颗 粒 内 摩 擦 力 的

影响．

１　 粉末颗粒的总黏着摩擦系数的计算
高速压制成形过程中，既有弹性变形也有塑性变形，故颗粒与颗粒间总的真实接触面积Ａｃ 为弹性接

触面积Ａｃｅ 与塑性接触面积Ａｃｐ 之和，即

Ａｃ ＝Ａｃｅ＋Ａｃｐ． （１）

按Ｂｗｏｄｅｎ和Ｔａｂｏｒ原始处理，黏着摩擦系数μＡ
［６］被定义为
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μＡ ＝
Ａｃｓ
Ｗ
， （２）

其中：ｓ为粉末颗粒表面黏着的剪切应力；Ｗ 为作用于粉末颗粒表面的法向载荷．真实接触面积Ａｃ 为

Ａｃ ＝Ｗ／ｐ， （３）
其中ｐ为法向应力．

先考虑弹性接触区域，Ａｃｅ，Ａｃｐ 为各弹塑性接触点面积ａ之累加，即

Ａｃｅ ＝∫
ａｅ２

ａｅ１

ｎ（ａ）ａｄａ，Ａｃｐ ＝∫
ａｐ２

ａｐ１

ｎ（ａ）ａｄａ， （４）

其中：ｎ（ａ）为接触点的面积分布密度函数；ａｅ１，ａｅ２，ａｐ１，ａｐ２ 分别表示弹性接触区和塑性接触区的最小和最

大接触点面积．
如果各个弹性接触点的泊松比υ都一样，则弹性接触区域的黏着摩擦系数μＡｅ 可以表示为

μＡｅ ＝
１－２υ
２ ． （５）

按照Ｔａｂｏｒ假设［３］，塑性流动将发生时，法向应力ｐ和剪切应力ｓ满足方程

ｐ２＋γｓ２ ＝ｐ２ｍ， （６）

其中：ｐｍ 为屈服压力，也就是发生塑性接触的平均正应力；γ为实验确定的常数，其值介于３～２５．将方程

（６）代入 （２），（３）式，得到塑性接触区域中的黏着摩擦系数为

μＡｐ ＝
ｋ
ｐ ＝

ｋ
ｐ２ｍ －γｋ槡 ２

， （７）

其中ｋ和ｐｍ 分别为塑性接触区域中的平均剪切流动应力和平均屈服压力．
因此，粉末颗粒的总黏着摩擦系数μＡ

［７］可以被表示为

μＡ ＝
μＡｅ∫

ａｅ２

ａｅ１

Ｗａｅ（ａ）ｎ（ａ）ｄａ＋μＡｐ∫
ａｐ２

ａｐ１

Ｗａｐ（ａ）ｎ（ａ）ｄａ

∫
ａｅ２

ａｅ１

Ｗａｅ（ａ）ｎ（ａ）ｄａ＋∫
ａｐ２

ａｐ１

Ｗａｐ（ａ）ｎ（ａ）ｄａ
， （８）

其中Ｗａｐ（ａ）为作用于粉末颗粒塑性接触点ａ上的法向载荷．
假设Ｔａｂｏｒ的微粒作用与接 合 点 增 长 模 型 能 够 被 应 用 于 单 个 塑 性 接 触 点，且 定 义 局 部 黏 着 摩 擦 系

数为

μａｐ ＝ （
ｋ

ｐ２ｍ －γｋ槡 ２
）ａ． （９）

按黏着摩擦理论，有如下关系：
（ｓ）ａ ＝μａｐ（ｐ）ａ， （１０）

将（７）式代入（１０）式，则

（ｐ）ａ ＝
（ｐｍ）ａ

（１＋γａμ
２
ａｐ）１／２

． （１１）

当粉末颗粒的接触点处于弹性变形时，接触点上的法向弹性载荷Ｗａｅ（ａ）由 Ｈｅｒｔｉｚｉａｎ理论给定为

Ｗａｅ（ａ）＝４Ｅａ
３／２

３π３／２　Ｒ
， （１２）

其中：Ｅ为 Ｈｅｒｔｉｚｉａｎ分析的组合弹性模量；Ｒ为粉末颗粒接触点微粒顶部的曲率半径．
Ｍａｊｕｍｄａｒ和Ｂｈｕｓｈａｎ［５］已给出曲率半径Ｒ的表达式为

Ｒ＝ ａＤ／２

π２　ＧＤ－１
， （１３）

其中：Ｄ为粉末颗粒表面的分形维数；Ｇ为粉末颗粒表面的一种特征长度．
将 （１３）式代入（１２）式，则

Ｗａｅ（ａ＝４槡πＥＧ
Ｄ－１　ａ（３－Ｄ）／２
３

， （１４）
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这样，如果接触点处于弹性变形，则

４槡πＥＧＤ－１　ａ（３－Ｄ）／２
３ ＜

（ｐｍ）ａ
（１＋γａμ

２
ａｐ）１／２

， （１５）

从而得到区分弹性与塑性区域的临界面积ａｃ，将（１５）式的小于号改为等于号，从而求出

ａｃ ＝ Ｇ２

［３ｐ２ｍ／４槡πＥ（１＋γａμａｐ）１
／２］２／（Ｄ－１）

． （１６）

如果ａ＞ａｃ，接触点处于弹性变形状态，此时接触点上的弹性载荷Ｗａｅ（ａ）由 （１４）式确定．如果ａ＜
ａｃ，那么接触点处于塑性变形状态，接触点上的载荷为

Ｗａｐ（ａ）＝
（ｐｍ）ａａ

（１＋γａμ
２
ａｐ）１／２

， （１７）

结合 （５），（１４），（１７）式可以将（８）式写为

μＡ ＝ ［
１－２υ
２∫

ａｌ

ａｃ

４槡πＥＧＤ－１　ａ（３－Ｄ）／２
３ ｎ（ａ）ｄａ＋μＡｐ∫

ａｃ

ａｓ

（ｐｍ）ａ
（１＋γａμ

２
ａｐ）１／２

ａｎ（ａ）ｄａ］／Ｗ， （１８）

其中：

Ｗ ＝∫
ａｌ

ａｃ

４槡πＥＧＤ－１　ａ（３－Ｄ）／２
３ ｎ（ａ）ｄａ＋∫

ａｃ

ａｓ

（ｐｍ）ａ
（１＋γａμ

２
ａｐ）１／２

ａｎ（ａ）ｄａ， （１９）

ａｌ 和ａｓ 分别为最大和最小接触点的面积．接触点的面积分布函数ｎ（ａ）和真实接触面积Ａｃ 可由ｎ（ａ）＝
ＤａＤ／２ｌ

２ａ（Ｄ／２＋１）
和Ａｃ ＝ Ｄ

２－Ｄ
（ａＤ／２ｌ －ａＤ／２ｓ ）［５，８］给出．

为了简单起见，笔者考虑（ｐｍ）ａ，γａ 及μａｐ 不依赖于接触点且等于塑性接触区中相应平均值的情况．此

时，黏着摩擦系数为

μＡ ＝
（１－２υ
２ Ｗｅ＋ｋｐｍ

Ｗｐ）／（Ｗｅ＋
（ｐ２ｍ －γｋ２）１／２

ｐ２ｍ
Ｗｐ）　　ａｌ＞ａｃ，

ｋ
（ｐ２ｍ －γｋ２）１／２

　　ａｌ＜ａｃ
烅

烄

烆
，

（２０）

其中：

Ｗｐ ＝ｐｍ（ Ｄ２－Ｄ
）（２－Ｄ）／２·（Ａ＊

ｃ ）Ｄ／２·（ａ＊ｃ ）（２－Ｄ）／２·Ａａ； （２１）

Ｗｅ ＝ＡａＥ·４槡π３
（Ｇ＊）Ｄ－１ Ｄ

（３－２Ｄ）
（２－Ｄ
Ｄ

）Ｄ／２·（Ａ＊
ｃ ）Ｄ／２［（

（２－Ｄ）Ａ＊
ｃ

Ｄ
）（３－２　Ｄ）／２－（ａ＊ｃ ）（３－２　Ｄ）／２］；（２２）

Ａ＊
ｃ ＝Ａｃ／Ａ；ａ＊ｃ ＝ａｃ／Ａａ；Ｇ＊ ＝Ｇ／ Ａ槡 ａ；Ａａ 为名义接触面积．

２　 分形维数及归一接触面积对黏着摩擦系数的影响分析
Ｐｕｌｌｅｎ和 Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ［９］研究了接触点的微粒间的相互作用，发现屈服压力ｐｍ 为

ｐｍ ＝ σｙ
１－Ａ＊

ｃ
， （２３）

如果最大接触面积大于临界接触面积，那么（２３）式为

ｐｍ ＝ σｙ
１－Ａ＊

ｃｐ

， （２４）

其中：Ａ＊
ｃｐ ＝ Ｄ

２－Ｄ
（ａ＊ｌ ）Ｄ／２（ａ＊ｃ ）（２－Ｄ）／２；ａ＊ｌ ＝ａｌ／Ａａ．

为研究分形几何参数及归一的接触面积对黏着摩擦系数μＡ 的影响，对于铁粉，取Ｅ＝２０６ＧＰａ，σｙ ＝
０．３５５ＧＰａ，ｋ＝０．１５ＧＰａ，υ＝０．３，ｒ＝９．０，ａｌ＝１０－６　ｍ．图１，２表示了对于不同的Ｄ，当Ｇ＊ ＝１０－５ 时，

Ｗｅ／Ｗｐ，μＡ 随Ａ＊
ｃ 的变化．可以看到，Ｗｅ／Ｗｐ 随Ａ＊

ｃ 增大而上升，而μＡ 随Ａ＊
ｃ 急剧减小的规律．对于Ｄ＝１．

２～１．５并不存在弹性接触区，对于Ｄ＝１．６～１．９，不同的Ｄ值有不同的Ｗｅ／Ｗｐ－Ａ＊
ｃ 及μＡ－Ａ＊

ｃ 曲线．
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图１　 当Ｇ＊ ＝１０－５ 时，μＡ 随Ａ＊
ｃ 的变化 　　　　　　　　　　　　　 图２　 当Ｇ＊ ＝１０－５ 时，Ｗｅ／Ｗｐ 随Ａ＊

ｃ 的变化

３　ＨＶＣ中粉末颗粒内摩擦力的计算
粉末颗粒的塑性变形以及颗粒间的相互碰撞、孔隙塌缩、颗粒表层的破坏导致颗粒表面的沉热和熔化

并发生焊接．摩擦首先使界面附近材料软化，之后进入热塑性剪切失稳，在界面处将出现绝热剪切现象．在
高速压制条件下粉末颗粒能否发生上述过程，在很大程度上取决于粉末颗粒间摩擦力的大小和摩擦生热

的多少．
３．１粉末颗粒内摩擦力的数学模型

图３　 高速压制粉末的密排球堆积模型

笔者采用如图３所示的粉末颗粒的密排球堆积

模型，其中灰色区域代表孔隙位置．当冲击压力自上

而下通过粉末颗粒后，球１和球４将横向膨胀．与此

同时，孔隙必然要发生塌缩．在孔隙ＡＢＣ 的塌缩过

程中ＡＢ 边与ＡＣ边对称拉长，而球１的ＢＣ边强烈

的拉伸并且贯入孔隙ＡＢＣ中，如图３所示，球１表现

为强烈的塑性变形，此时必然在Ｂ点和Ｃ 点伴随着

剧烈的摩擦发生．
根据摩擦的黏着理论，两颗粒表面真实接触的面积很小，接触处压力很高，足以发生塑性变形，并在接

触区两表面发生冷焊．当两表面相对滑动时，这些黏着点被切断，接着发生新的黏着．因此，粉末颗粒间的

摩擦力应为真实接触面积Ａｒ 和材料剪切强度τｂ 的乘积［１０］，即
Ｆ＝Ａｒ·τｂ． （２５）

一般情况下，因材料表面有一定的粗糙度，真实接触面积只占名义接触面积（两表面为理想接触时的

面积）的很小一部分，其计算公式为

Ａｒ·τｓ ＝Ａ·Ｐ， （２６）
其中：σｓ 为材料屈服强度；Ａ为名义接触面积；Ｐ为接触表面的正压力．

在 ＨＶＣ中，因应变率升高，粉末颗粒的塑性变形功随之升高．由于压制时间仅为０．０２ｓ，压坯的温度

急剧升高，从而该处的压坯被迫软化，在软化处，变形又增大，使塑性功增加，进一步使压坯软化，直至进入

塑性剪切．当温度在３００～１　２００℃ 变化时，粉末的剪切强度τｂ 与温度之间存在以下关系［１０］

τｂ ＝τ０（１＋α·Ｔ＊）ｅｘｐ［－β（Ｔ－Ｔ＊）］， （２７）
其中：τ０ 为粉末在常温下的剪切强度；α为温度系数；β表示粉末颗粒随温度上升而软化的系数；Ｔ为粉末颗

粒表面的当前温度；Ｔ＊ 是与粉末有关的常数．
由（２４），（２６）式可以得到，在高速压制情况下，当温度变化时，摩擦力随温度的变化表达式可表示为

Ｆ＝Ａｒτ０（１＋αＴ＊）ｅｘｐ［－β（Ｔ－Ｔ＊）］， （２８）
将Ａｒ 代入（２８）式，则

Ｆ＝Ａｒτ０（１＋αＴ＊）ｅｘｐ［－β（Ｔ－Ｔ＊）］＝
Ｄ

２－Ｄ
ａＤ／２ｌ （ａＤ／２ｌ －ａＤ／２ｓ ）τ０（１＋αＴ＊）ｅｘｐ［－β（Ｔ－Ｔ＊）］． （２９）
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由 （２９）式可知，当材料种类确定后，２个颗粒间的摩擦力只取决于颗粒摩擦界面处的温度和２个颗粒的真

实接触面积．但随着温度的升高，当材料强度下降到一定程度时，即使进一步加大塑性变形量，其塑性功也

不再增加，从而摩擦力也就趋于一个稳定值．因此该摩擦力主要取决于２个颗粒的真实接触面积．在高速

压制下，冲击压力很大，该面积将远大于自由接触时的面积．显然，表面光滑、粒度较大的颗粒，其摩擦力也

将较大．
３．２数值分析

图４　 粉末颗粒间的摩擦力与粉末颗粒表面温度及

粉末颗粒分形维数的关系曲线

以铁粉为例，实验所需数据取粉末颗粒间的最

大接触面积ａｌ＝１０－６　ｍ，最小接触面积ａｓ＝０，颗粒

表面初始温度Ｔ０ ＝２９８Ｋ，粉末的特征温度Ｔ＊ ＝
５７３Ｋ，剪 切 强 度τ０ ＝３５０ ＭＰａ，温 升 系 数α＝
０．０００　２８，粉末软化系数β＝０．００４　６．

如图４所示，当粉末颗粒的分形维数、温度逐渐

增大时，粉末颗粒间 的 摩 擦 力 在 最 初 阶 段 在 很 短 的

时间内变化很剧烈，达到一个峰值．这是因为粉末颗

粒直径为微米量级 或 大 于 微 米 量 级，在 适 当 的 冲 击

压力下，颗粒表面温度很容易达到其熔点，从而粉末

更容易粘结，粉末颗粒间的摩擦力增速很快，达到一

个顶点；而当颗粒直径降到纳米量级时，即使提高冲

击压力，颗粒表面温升也很难达到其熔点，粉末颗粒间的摩擦力变化很缓慢．

４　结论
对粉末颗粒的黏着摩擦系数和粉末颗粒的内摩擦力进行了研究，提出了黏着摩擦系数的分形几何模

型，算例表明，对于一定的分形维数，总的黏着摩擦系数随归一接触面积的增大而急剧减小．从对 ＨＶＣ中

粉末颗粒内摩擦的研究结果可知，随着冲击压力的提高和颗粒直径的增大，摩擦力很快就达到了材料的塑

性剪切强度值，可见摩擦的最终效果是向塑性剪切转移．
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