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恰有６个极大子群的有限群
＊
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摘　要：研究有限群的极大子群的个数对群结构的影响，刻画了恰有６个极大子群的有限群的结构．
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极大子群是有限群的一类重要的子群，在有限群结构的研究中起重要的作用．有限群的极大子群的数量性质能够反映

该群的许多性质，如文献［１－２］证明了极大子群共轭类类数 为２的 有 限 群 必 可 解，文 献［３－５］研 究 了 极 大 子 群 同 阶 类 类 数 对

有限群结构的影响，文献［６－７］对极大子群的个数不大于５的有限群的结构给出了刻画．笔者继续文献［６－７］的工作，进一步

刻画恰有６个极大子群的有限群的结构．

１　相关定义与引理
若Ｍ 是有限群Ｇ 的极大子群，则｛Ｍｇ｜ｇ∈Ｇ｝为 Ｍ 在Ｇ 中的一个共轭类，也称为 Ｍ 的 一 个 轨 道，其 轨 道 长 为｜Ｇ：

ＮＧ（Ｍ）｜．对自然数ｎ，π（ｎ）表示ｎ的所有素数因子的集合．对有限群Ｇ，记π（Ｇ）＝π（｜Ｇ｜）．文中其他未加说明的术语和记

号都是标准的（可参见文献［８］）．
引 理１［７］　 设Ｇ是有限群且ＮＧ，Φ（Ｇ）为Ｇ的Ｆｒａｔｔｉｎｉ子群，Ｓ为Ｇ的所有极大子群的集合，珚Ｓ为Ｇ／Ｎ的所有极大子

群的集合，则：

（ⅰ）珚Ｓ＝ ｛Ｍ／Ｎ｜Ｍ ∈Ｓ且ＭＮ ＜Ｇ｝；

（ⅱ）Ｍ 是Ｇ 的极大子群当且仅当Ｍ／Φ（Ｇ）为Ｇ／Φ（Ｇ）的极大子群；

（ⅲ）Ｍ１ 和Ｍ２ 是Ｇ的不同的极大子群当且仅当Ｍ１／Φ（Ｇ）和Ｍ２／Φ（Ｇ）为Ｇ／Φ（Ｇ）的不同的极大子群．
引理２［７］　 若Ｍ 是有限群Ｇ 的极大子群，则ＭＧ或ＮＧ（Ｍ）＝Ｍ 且｜Ｇ：ＮＧ（Ｍ）｜≥３．
引理３［９］　 设Ｇ是有限群，Ｎ为Ｇ的正规交换子群．若Ｎ∩Φ（Ｇ）＝１，则Ｎ在Ｇ中有补，即存在Ａ≤Ｇ使得Ｇ＝ＡＮ

且Ａ∩Ｎ ＝１．
引理４［７］　 设Ｇ是有限群，Ｎ 为Ｇ 的交换的极小正规子群．若Φ（Ｇ）＝１，则Ｎ 在Ｇ 中有补，即Ｇ＝ＭＮ 且Ｍ ∩Ｎ＝

１对某个Ｍ ≤Ｇ．进一步，若Ｎ ≤／Ｚ（Ｇ），则Ｍ 是Ｇ 的非正规的极大子群．
引理５［６］　 设Ｇ是有限群，则：

（ⅰ）若Ｇ的所有极大子群共轭，则Ｇ为素数幂阶循环群，特别地，Ｇ有唯一极大子群；

（ⅱ）Ｇ恰有２个极大子群当且仅当Ｇ为２个不同的素数幂阶循环群的直积；

（ⅲ）Ｇ恰有３个极大子群当且仅当Ｇ为２元生成的２－群或者为３个阶为不同素数幂的循环群的直积．
引 理６　 设Ｇ是非幂零的有限群且Φ（Ｇ）＝１，则Ｇ恰有５个极大子群当且仅当ＧＡ４ 或Ｓ３×Ｚｐ，其中ｐ为异于２的

素数．特别地，Ｇ可解．
引理６由文献［７］的定理２可得．
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２　 定理及其证明
定理１　 设Ｇ是有限幂零群，则Ｇ恰有６个极大子群当且仅当Ｇ是下列群之一：

（ⅰ）Ｇ＝Ｐ１×Ｐ２×Ｐ３×Ｐ４×Ｐ５×Ｐ６，其中Ｐｉ∈Ｓｙｌｐｉ（Ｇ）为循环群；

（ⅱ）Ｇ＝Ｐ１×Ｐ２×Ｐ３×Ｐ４，其中Ｐｉ∈Ｓｙｌｐｉ（Ｇ），Ｐ１ 为二元生成的２－群，Ｐ２，Ｐ３ 和Ｐ４ 为循环群；

（ⅲ）Ｇ＝Ｐ１×Ｐ２×Ｐ３，其中Ｐｉ∈Ｓｙｌｐｉ（Ｇ）且Ｐ１ 为二元生成的３－群，Ｐ２ 和Ｐ３ 为循环群；

（ⅳ）Ｇ为二元生成的５－群．
定理１类似文献［７］的定理１的证明可得．
定理２　 设Ｇ是非幂零的有限可解群且Φ（Ｇ）＝１，则Ｇ恰有６个极大子群当且仅当Ｇ同构于下列情形之一的群：（ⅰ）

Ｄ１０；（ⅱ）［Ｚ５］Ｚ４ ＝ ?ａ，ｂ，ｃ｜ａ５＝ｂ４＝１，ｂ－１　ａｂ＝ａ３?；（ⅲ）Ａ４×Ｚｐ，其中ｐ为异于３的素数；（ⅳ）Ｓ３×Ｚ２；（ⅴ）Ｓ３×Ｚｐ×Ｚｑ．
其中ｐ≠ｑ为异于２的素数．

证明 　 易证充分性成立．下证必要性．
因为Ｇ可解且Φ（Ｇ）＝１，所以Ｇ的极小正规子群为初等交换群且Ｇ的Ｆｉｔｔｉｎｇ子群Ｆ（Ｇ）是Ｇ的极小正规子群的积，因

此Ｆ（Ｇ）是交换群．由引理３，Ｆ（Ｇ）在Ｇ中有补Ａ，于是Ｇ＝Ｆ（Ｇ）Ａ且Ａ ∩Ｆ（Ｇ）＝１．令Ｆ（Ｇ）＝Ｕ×Ｚ（Ｇ）．显然Ｕ 是Ｇ
的极小正规子群的直积，于是令Ｕ ＝Ｕ１×Ｕ２×…×Ｕｓ，其中Ｕｉ（１≤ｉ≤ｓ）是Ｇ的交换的极小正规子群．注意到Ｇ的２阶

的正规子群必是中心的，因此｜Ｕｉ｜≥３（１≤ｉ≤ｓ）．由引理４，Ｕｉ 在Ｇ中有补Ｍｉ 为Ｇ的非正规的极大子群．因此含Ｍｉ 的轨

道长为｜Ｇ：ＮＧ（Ｍｉ）｜＝｜Ｇ：Ｍｉ｜＝｜Ｕｉ｜≥３．因为Ｇ可解，所以Ｇ有正规极大子群．由Ｇ恰有６个极大子群得ｓ＝１，即Ｕ
是Ｇ的极小正规子群，Ｍ＝Ｚ（Ｇ）Ａ为Ｇ的极大子群，且轨道长为３≤｜Ｕ｜≤５．此时Ｇ恰有１个非正规极大子群的共轭类，

因此Ｇ／Ｕ 的每个极大子群正规，从而Ｇ／Ｕ 为幂零群．
情形１　 若｜Ｕ｜＝５，则Ｕ Ｚ５，Ｇ／Ｕ 有唯一的极大子群．因此Ｇ／Ｕ，即Ｚ（Ｇ）Ａ为素数幂阶循环群．于是由Ｚ（Ｇ）Ａ＝

Ｚ（Ｇ）×Ａ得Ｚ（Ｇ）＝１，此时Ｇ＝ＵＡ 且Ａ 忠实作用在Ｕ 上．于是Ａ≤Ａｕｔ（Ｕ）＝Ｚ４，因此Ａ＝Ｚ２ 或Ｚ４．若Ａ＝Ｚ２，则Ｇ

Ｄ１０，Ｇ为（ⅰ）－型群；若Ａ＝Ｚ４，则Ｇ ［Ｚ５］Ｚ４ ＝ ?ａ，ｂ｜ａ５ ＝ｂ４ ＝１，ｂ－１　ａｂ＝ａ３?，Ｇ为（ⅱ）－型群．
情形２　 若｜Ｕ｜＝４，则Ｕ Ｚ２×Ｚ２．此时Ｇ／Ｕ 至多有２个极大子群．
假定Ｇ／Ｕ 恰有１个极大子群，则Ｇ／Ｕ，即Ｚ（Ｇ）Ａ为素数幂阶循环群．类似于情形１中的推理得Ｚ（Ｇ）＝１且Ａ＝Ｚ２ 或

Ｚ３．若Ａ＝Ｚ２，则Ｇ＝ＵＡ 为２－群，于是Ｚ（Ｇ）＞１，矛盾．故Ａ＝Ｚ３，于是Ｇ＝ （Ｚ２×Ｚ２）Ｚ３ Ａ４．由引理６，此时Ｇ恰有

５个极大子群，矛盾．
假定Ｇ／Ｕ 恰有２个极大子群，由引理５，则Ｇ／Ｕ，亦即Ｚ（Ｇ）Ａ为２个不同的素数幂阶循环群的直积，故Ｚ（Ｇ）Ａ交换群．

由Ｚ（Ｇ）Ａ＝Ｚ（Ｇ）×Ａ得Ａ 循环且忠实作用在Ｕ 上，从而Ａ≤Ａｕｔ（Ｕ）＝Ｓ３，Ａ＝Ｚ２ 或Ｚ３．若Ａ＝Ｚ２，则ＵＡ 为２－群，从

而ＵＡ有非平凡的中心．因为Ｇ＝（Ｕ×Ｚ（Ｇ））Ａ，所以ＵＡ的中心的元必属于Ｚ（Ｇ），这与Ｚ（Ｇ）∩ＵＡ＝１矛盾．故Ａ＝Ｚ３．
因为Ｚ（Ｇ）为Ｇ的极小正规子群的直积，所以Ｚ（Ｇ）为素数阶群．令｜Ｚ（Ｇ）｜＝ｐ，其中ｐ是不同于３的素数．易见ＵＡＡ４，

于是ＧＡ４×Ｚｐ，Ｇ为（ⅲ）－型群．
情形３　 若｜Ｕ｜＝３，则Ｕ Ｚ３．易见Ｇ／Ｕ 的极大子群至多有３个．
假定Ｇ／Ｕ 恰有１个极大子群，则Ｇ／Ｕ，即Ｚ（Ｇ）Ａ为素数幂阶循环群．类似于情形１中的推理可得ＧＳ３，但此时Ｇ恰

有４个极大子群，矛盾．假定Ｇ／Ｕ 恰有２个极大子群．类似于情形２可得Ａ＝Ｚ２ 且Ｚ（Ｇ）＝Ｚｐ，其中ｐ是异于２的素数．于

是Ｇ＝Ｓ３×Ｚｐ，由引理６，Ｇ有５个极大子群，矛盾．
假定Ｇ／Ｕ 恰有３个极大子群．由引理５，则Ｇ／Ｕ，亦即Ｚ（Ｇ）Ａ为２元 生 成 的２－群 或３个 阶 为 不 同 素 数 幂 的 循 环 群 的

直积．
若Ａ为交换群，因为Ｚ（Ｇ）Ａ＝Ｚ（Ｇ）×Ａ，所以Ａ忠实作用在Ｕ上，Ａ≤Ａｕｔ（Ｕ）＝Ｚ２，因此Ａ＝Ｚ２．当Ｚ（Ｇ）Ａ为２元

生成的２－群时，必有｜Ｚ（Ｇ）｜＝２，这时Ｇ＝ （Ｚ３×Ｚ２）Ｚ２Ｓ３×Ｚ２，Ｇ为（ⅳ）－型群；当Ｚ（Ｇ）Ａ为３个阶为不同素数幂的

循环群的直积，则Ａ交换，于是Ａ＝Ｚ２．因为Ｚ（Ｇ）为Ｇ的极小正规子群的直积，所以Ｚ（Ｇ）＝Ｚｐ×Ｚｑ，其中２，ｐ，ｑ为互不

相同的素数．显然ＵＡ Ｓ３，这样ＧＳ３×Ｚｐ×Ｚｑ，Ｇ为（ⅴ）－型群．
若Ａ为非交换群，则Ｚ（Ｇ）Ａ只能为２元生成的２－群．若Ｚ（Ｇ）≠１，则｜Ｚ（Ｇ）｜＝２，这样由Ｚ（Ｇ）Ａ＝Ｚ（Ｇ）×Ａ得Ａ

循环，矛盾．因此Ｚ（Ｇ）＝１，Ａ为２元生成的非交换群２－群．因为Ａ为Ｇ的非正规极大子群且｜Ｇ：Ａ｜＝３，所以可设Ｇ的另

３个极大正规子群为Ｍ１，Ｍ２，Ｍ３，则Ｇ／ＭｉＺ２．令Ｎ为Ａ 在Ｇ中的核，则Ｇ／ＮＳ３．若Ｎ＝１，则ＧＳ３，Ｇ恰有４个极

大子群，矛盾．故Ｎ＞１．若Ｎ≤Ｍｉ，ｉ＝１，２，３，则Ｎ＝Ｎ∩Ｍ１∩Ｍ２∩Ｍ３＝Φ（Ｇ）＝１，矛盾．故可假定Ｎ≤／Ｍ１，则Ｇ＝
ＮＭ１．因此Ｇ／Ｎ ∩Ｍ１ Ｎ／Ｎ ∩Ｍ１×Ｍ１／Ｎ ∩Ｍ１．同理若Ｎ ∩Ｍ１ ≤Ｍ２ 且Ｎ∩Ｍ１ ≤Ｍ３，则Ｎ∩Ｍ１ ＝Φ（Ｇ）＝１，

从 而Ｇ＝Ｎ×Ｍ１．注意到ＮＧ／Ｍ１且｜Ｇ／Ｍ１｜＝２，所以Ｎ≤Ｚ（Ｇ），矛盾．故可假定Ｎ∩Ｍ１≤／Ｍ２，此时Ｇ＝（Ｎ∩Ｍ１）Ｍ２．
令Ｋ＝Ｎ ∩Ｍ１ ∩Ｍ２，则Ｇ／Ｋ＝ （Ｎ∩Ｍ１）／Ｋ×Ｍ２／Ｋ且（Ｎ∩Ｍ１）／ＫＧ／Ｍ２．同理若Ｋ≤Ｍ３，则Ｇ＝ （Ｎ∩Ｍ１）×
Ｍ２ 且Ｎ ∩Ｍ１≤Ｚ（Ｇ），矛盾．因此Ｋ≤／Ｍ３，Ｇ＝ＫＭ３．因为Ｋ∩Ｍ３＝Φ（Ｇ）＝１，所以Ｇ＝Ｋ×Ｍ３．注意到ＫＧ／Ｍ３ 且
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｜Ｇ／Ｍ３｜＝２，同样有Ｋ≤Ｚ（Ｇ），矛盾．
定理３　 设Ｇ是非幂零的有限群，则Ｇ恰有６个极大子群当且仅当Ｇ是下列情形之一的可解群：

（ⅰ）Ｇ／Φ（Ｇ）Ｄ１０ 且Ｇ＝ＰＱ，其中Ｐ∈Ｓｙｌ５（Ｇ），Ｑ∈Ｓｙｌ２（Ｇ）且ＰＧ，Ｑ为Ｇ 的非正规循环子群；

（ⅱ）Ｇ／Φ（Ｇ） ［Ｚ５］Ｚ４ ＝ ?ａ，ｂ，ｃ｜ａ５＝ｂ２＝１，ｂ－１　ａｂ＝ａ３? 且Ｇ＝ＰＱ，其中Ｐ∈Ｓｙｌ５（Ｇ），Ｑ∈Ｓｙｌ２（Ｇ）且ＰＧ，Ｑ
为Ｇ的非正规循环子群；

（ⅲ）Ｇ／Φ（Ｇ）Ａ４×Ｚｐ，其中ｐ为异于３的素数；

（ⅳ）Ｇ／Φ（Ｇ）Ｓ３×Ｚ２；

（ⅴ）Ｇ／Φ（Ｇ）Ｓ３×Ｚｐ×Ｚｑ，其中ｐ≠ｑ为异于２的素数．
证明 　 易见充分性成立．下证必要性．
首先断言Ｇ为可解群．令Ｇ为极小反例．由引理１，Ｇ的任意同态像的极大子群的个数不大于６，所以可设Ｇ有唯一的极

小正规子群Ｎ 且Ｇ／Ｎ可解而Ｎ 不可解．假定ＣＧ（Ｎ）≠１．因为ＣＧ（Ｎ）Ｇ，所以Ｎ≤ＣＧ（Ｎ），从而Ｎ为交换群，与Ｎ不可

解矛盾．故必有ＣＧ（Ｎ）＝１．若Ｎ包含于Ｇ的每一个极大子群，则Ｎ≤Φ（Ｇ）．但由Φ（Ｇ）幂零得Ｎ可解，矛盾．于是有Ｇ的

极大子群Ｍ 使得Ｎ ≤／Ｍ．因此Ｇ＝ＭＮ 且Ｍ ∩Ｎ＜Ｎ．令ｐ是｜Ｎ：Ｍ ∩Ｎ｜的素因子，Ｐ∈Ｓｙｌｐ（Ｎ）．因为Ｎ不可解，所

以Ｐ＜Ｎ．由于Ｎ 是Ｇ 的唯一极小正规子群，因此Ｐ在Ｇ 中不正规，即有ＮＧ（Ｐ）＜Ｇ．令Ｋ是Ｇ的包含ＮＧ（Ｐ）的极大子

群．易见Ｍ，Ｋ在Ｇ中不共轭，也不在Ｇ中正规，因此由Ｇ有６个极大子群得｜Ｇ：Ｍ｜＝｜Ｇ：Ｋ｜＝３．令Ｐ∈Ｓｙｌ３（Ｇ），则Ｐ不

包含于Ｍ或Ｋ 中，从而ＮＧ（Ｐ）不包含于Ｇ的任一极大子群，必有ＮＧ（Ｐ）＝Ｇ，于是ＰＧ．因此Ｎ≤Ｐ，与Ｎ不可解矛盾．
故Ｇ为可解群．

由引理１，Ｇ／Φ（Ｇ）恰有６个极大子群．因为Ｇ／Φ（Ｇ）有平凡的Ｆｒａｔｔｉｎｉ子群，所以由定理２，Ｇ／Φ（Ｇ）为定理２中的（ⅰ）

至（ⅴ）－型群．
若Ｇ／Φ（Ｇ）Ｄ１０，则π（Ｇ）＝π（Ｇ／Φ（Ｇ））＝ ｛２，５｝．令Ｐ∈Ｓｙｌ５（Ｇ），Ｑ∈Ｓｙｌ２（Ｇ），Ｈ ＝ＰΦ（Ｇ）且Ｋ ＝ＱΦ（Ｇ），则

Ｈ／Φ（Ｇ）为Ｇ／Φ（Ｇ）的正规极大子群，Ｋ／Φ（Ｇ）为Ｇ／Φ（Ｇ）的非正规极大子群．于是Ｈ为Ｇ的正规极大子群且｜Ｇ：Ｈ｜＝２，

Ｋ为Ｇ的非正规极大子群且｜Ｇ：Ｋ｜＝５．因为｜Ｇ：ＮＧ（Ｐ）｜为２的方幂，若ＮＧ（Ｐ）＜Ｇ，则ＮＧ（Ｐ）≤Ｈ，因此Ｈ＝ＮＧ（Ｈ），

与ＨＧ矛盾，所以ＮＧ（Ｐ）＝Ｇ，即ＰＧ．由Ｇ非幂零得Ｑ 不在Ｇ中正规是显然的．令Ｍ１，Ｍ２ 为Ｑ的极大子群，则ＰＭ１，

ＰＭ２ 为Ｇ的极大子群，且｜Ｇ：ＰＭ１｜＝｜Ｇ：ＰＭ２｜＝２，因此ＰＭ１＝ＰＭ２＝Ｈ．令ｘ∈Ｍ１，则存在ｙ∈Ｐ和ｚ∈Ｍ２ 使得ｘ

＝ｙｚ．于是ｙ＝ｘｚ－１ ∈Ｐ∩Ｑ，因此ｘ＝ｚ，从而Ｍ１ Ｍ２．同理可得Ｍ１ ＝Ｍ２，这样Ｑ有唯一的极大子群，因而Ｑ为循环

群．这样（ⅰ）成立．若Ｇ／Φ（Ｇ）＝ ［Ｚ５］Ｚ４，类似于上面的推理可得（ⅱ）成立．
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