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3阶非线性微分方程解的Sturm比较定理
∗

秦宏立,李飞飞
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摘　要:利用微分不等式,讨论了一类3阶非线性微分方程解的 Sturm 比较定理,得到了 其 解 的 零 点 存 在 的 充 分

性条件.
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众所周知,2阶线性齐次微分方程的Sturm 分离定理与比较定理[1],是研究微分方程振动性的重要工

具之一[2].随着研究的深入,近年来Sturm 比较定理已被许多学者推广.譬如,程崇高等[36]研究了2阶线

性与非线性微分方程的解及其导数的Sturm 比较定理;庄容坤[79]中研究了2阶自共轭微分系统与2阶非

线性中立型微分方程解的Sturm 比较定理;薛巧梅等[10]给出了3阶线性齐次微分方程解的Sturm 比较定

理;张荣荣等[11]给出了2阶线性方程的同值振动性及零点定理的推广.笔者通过几个微分不等式,讨论了

如下3阶线性与非线性微分方程在f(y′)具有单调性时解的Sturm 比较定理,并得到了其解的零点存在

的充分性条件:
(p1(t)x″)′+q1(t)x′=0, (1)

(p2(t)φ(y′)y″)′+q2(t)f(y′)=0. (2)
其中:pi(t)∈C′[a,b],qi(t)∈C[a,b],0<a<b,i=1,2;f(y′),φ(y′)∈C(R)且y′f(y′)>0,φ(y′)

>0,y′≠0.
在文中总假设如下条件成立:

(H1)f(y′)存在,y′∈R,f(y′)>0且φ(y′)
f′(y′)≤K,y′≠0,K 为常数.

1　 相关引理
引理1　 设条件(H1)成立,x(t)是方程(1)的非平凡解,若y(t)≠0,t∈ [a,b],则下列不等式成立:

(x′
f(y′)(p1x″f(y′)-x′p2φ(y′)y″))′≥p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)

f(y′) -

x″
f′(y′)

)2+(q2-q1)x′2+(p1-kp2)x″2, (3)
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((p1x″-
x′p2φ(y′)y″

f(y′) )x′-
1
2x′2(p2′-p2p1′p-1

1 ))′≥p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)
f(y′) -

x″
f′(y′)

)2+

p2(1-K)x″2+(q2-p2p-1
1q1-

1
2

(p2′-p2p1′p-1
1 )′)x′2. (4)

证明 　 首先证明不等式(3).对其左端直接求导,并结合方程(1),(2)和条件(H1),有

(x′
f(y′)(p1x″f(y′)-x′p2φ(y′)y″))′=( 1

f(y′)(p1x′x″f(y′)-x′2p2φ(y′)y″))′=

1
f(y′)((p1x″)′x′f(y′)+p1x″2f(y′)+p1x′x″f′(y′)y″-(p2φ(y′)y″)′x′2-

2x′x″p2φ(y′)y″)-
f′(y′)y″
f2(y′)

(p1x′x″f(y′)-x′2p2φ(y′)y″)=-q1x′2+

p1x″2+q2x′2-
2x′x″p2φ(y′)y″

f(y′) +
x′2y″2f′(y′)p2φ(y′)

f2(y′) =

(q2-q1)x′2+p1x″2+p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)
f(y′) -

x″
f′(y′)

)2-
p2φ(y′)x″2

f′(y′) ≥

p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)
f(y′) -

x″
f′(y′)

)2+(q2-q1)x′2+(p1-kp2)x″2,

即不等式(3)得证.
同理,由方程(1),(2)和条件(H1),知

((p1x″-
x′p2φ(y′)y″

f(y′) )x′)′=(p1x″x′-
x′2p2φ(y′)y″

f(y′) )′=(p2p1x″x′
p1

)′-(x′
2p2φ(y′)y″
f(y′) )=

p2

p1
(p1x″)′x′+p2x″2+

p2′p1-p1′p2

p2
1

p1x″x′-
2x′x″p2φ(y′)y″

f(y′) +q2x′2+

x′2y″2f′(y′)p2φ(y′)
f2(y′) =p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)

f(y′) -
x″

f′(y′)
)2-

x″2p2φ(y′)
f(y′) +p2x″2+(q2-p2p-1

2q1)x′2+(p2′-p2p-1
1 p1)x′x″.

又因为

(1
2x′2(p2′-p2p1′p-1

1 ))′=
1
2

(p2′-p2p1′p-1
1 )′x′2+(p2′-p2p1′p-1

1 )x″x′,

所以

((p1x″-
x′p2φ(y′)y″

f(y′) )x′-
1
2x′2(p2′-p2p1′p-1

1 ))′≥p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)
f(y′) -

x″
f′(y′)

)2+

(q2-p2p-1
1q1-

1
2

(p2′-p2p1′p-1
1 )′)x′2,

即不等式(4)得证.
引理2　 设条件(H1)成立,x(t)是方程(1)的非平凡解,若y(t)≠0,t∈ [a,b],则下列不等式成立:

((p1x″-
x′p2φ(y′)y″

f(y′) )x′)′≥p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)
f(y′) -

x″
f′(y′)

)2+(p2(1-K)x″+

(p2′-p2p1′p-1
1 )x′

2 p2(1-k)
)2+(q2-p2p-1

1q1-
(p2′-p2p1′p-1

1 )2

4p2(1-K) )x′2, (5)

((p1x″-
x′p2φ(y′)y″

f(y′) )x′)′≥p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)
f(y′) -

x″
f′(y′)

)2+(q2-p2p-1
1q1x′-

4 吉首大学学报(自然科学版) 第33卷



(p2′-p2p1′p-1
1 )x″

2 q2-p2p-1
1q1

)2+(p2(1-K)-
(p2′-p2p1′p-1

1 )2

4(q2-p2p-1
1q1)

)x″2, (6)

(-
x′2p2φ(y′)y″

f(y′) )′≥p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)
f(y′) -

x″
f′(y′)

)2+(q2x′2-p2Kx″2). (7)

引理2的证明与引理1类似,故略去.

2　 主要结果
定理1　 设条件(H1)成立,α,β ∈ [a,b]是方程(1)的非平凡解的导函数x′(t)的两相邻零点,若

∫
β

α
(q2-q1)x′2+(p1-kp2)x″2dt>0, (8)

则方程(2)的解y(t)在[α,β]上至少有1个零点.
证明 　 采用反证法.若不然,y(t)≠0,t∈ [a,b],则由引理1知不等式(3)成立,对(3)式两端从α到

β 积分,得

∫
β

α
(x′
f(y′)(p1x″f(y′)-x′p2φ(y′)y″))′dt≥∫

β

α
p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)

f(y′) -
x″

f′(y′)
)2dt+

∫
β

α
(q2-q1)x′2+(p1-kp2)x″2dt. (9)

又因为x′(α)=x′(β)=0,所以

∫
β

α
(x′
f(y′)(p1x″f(y′)-x′p2φ(y′)y″))′dt=(x′

f(y′)(p1x″f(y′)-x′p2φ(y′)y″))βα =0.

由(8),(9)式得

0≥∫
β

α
p2φ(y′)(x′y″ f′(y′)

f(y′) -
x″

f′(y′)
)2dt+∫

β

α
(q2-q1)x′2+(p1-kp2)x″2dt>0.

于是矛盾,故y(t)在[α,β]上至少有1个零点.
推论1　 若p1 ≥kp2,q2 ≥q1,等号在[α,β]内不恒成立,其他条件同定理1,则方程(2)的解y(t)在

[α,β]上至少有1个零点.
定理2　 设条件(H1)成立,α,β ∈ [a,b]是方程(1)非凡解的导函数x′(t)的两相邻零点,若

∫
β

α
(p2(1-K)x″2+(q2-p2p-1

1q1-
1
2

(p2′-p2p1′p-1
1 )′)x′2)dt>0,

则方程(2)的解y(t)在[α,β]上至少有1个零点.
定理2的证法与定理1类似,故略去.

推论2　 若k≤1,即φ(y′)≤f′(y′),q2 ≥p2p-1
1q1+

1
2

(p2′-p2p1′p-1
1 )′,等号在[α,β]内不恒成

立,其他条件同定理2,则方程(2)的解y(t)在[α,β]上至少有1个零点.
定理3　 设条件(H1)成立,且k<1,α,β∈[a,b]是方程(1)的非凡解的导函数x′(t)的两相邻零点,若

∫
β

α
(q2-p2p-1

1q1-
(p2′-p2p1′p-1

1 )2

4p2(1-K) )x′2dt>0,

则方程(2)的解y(t)在[α,β]上至少有1个零点.

推论3　 若q2 ≥p2p-1
1q1+

(p2′-p2p1′p-1
1 )2

4p2(1-K) ,等号在[α,β]内不恒成立,其他条件同定理3,则方程

(2)的解y(t)在[α,β]上至少有1个零点.
定理4　 设条件(H1)成立,且q2 ≥p2p-1

1q1,t∈ [α,β],α,β∈ [a,b]是方程(1)的非凡解的导函数

x′(t)的两相邻零点,若

∫
β

α
(p2(1-K)-

(p2′-p2p1′p-1
1 )2

4(q2-p2p-1
1q1)

)x″2dt>0,
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则方程(2)的解y(t)在[α,β]上至少有1个零点.
推论4　 若

p2(1-K)≥
(p2′-p2p1′p-1

1 )2

4(q2-p2p-1
1q1)

,

等号在[α,β]内不恒成立,其他条件同定理4,则方程(2)的解y(t)在[α,β]上至少有1个零点.

定理5　 设条件(H1)成立,若存在x(t)∈C2[α,β],x′(α)=x′(β),使∫
β

α
(q2x′2-p2Kx″2)dt>0,

则方程(2)的解y(t)在[α,β]上至少有1个零点.
利用不等式(3)至(7),定理3至定理5的证法与定理1类似,故略去.
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SturmComparisonTheoremofThreeOrderNonlinearDifferentialEquations
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Abstract:Usingdifferentialinequality,theSturmcomparisontheoremofaclassofthirdordernonlinear
differentialequationsisdiscussed,andthezeropointexistenceoftheequationsisobtained.
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