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矩阵的三角分解与应用
∗
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摘　要:对矩阵的三角分解理论作了比较全面的论述,重点解析了矩阵三角分解的确定和推广,并介绍了在解线性方程

组和群论中的应用.
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如果方阵A 可分解成一个下三角矩阵L 和一个单位上三角矩阵U 的乘积,那么称A 可作三角分解或LU 分解.[1]矩阵

的三角分解是1948年英国数学家(A.Turing,1912—1954)提出的,它在计算机人工智能、数理逻辑、计算数学、线性方程组

的求解等方面有广泛的应用.

1　 相关引理
引理1　 单位上(下)三角矩阵的乘积单位上(下)三角矩阵.
引理2　 单位上(下)三角矩阵的逆矩阵还是单位上(下)三角矩阵.
引理3[2]　 设A是m×n矩阵,对A施行1次初等行变换,相当于在A的左边乘以相应的m 阶初等矩阵;对A施行1次

初等列变换,相当于在A 的右边乘以相应的n阶初等矩阵.

2　 主要结果
定理1　 设A为非奇异方阵,则A可以三角分解的充分必要条件为矩阵A的1阶到n-1阶顺序主子式[3]都不等于0.
证明 　 充分性的证明见文献[2].
下证必要性.设A =LU,构造分块矩阵:
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其中Ai,Li,Ui(i=1,2,…,n-1)分别是A,L,U的第i阶顺序主子式对应的矩阵.由分块矩阵的乘法知Ai =LiUi(i=1,

2,…,n-1),又因为矩阵A非奇异,所以矩阵L的主对角线上的元都不为0,从而Li 非奇异.再由矩阵U 为单位上三角形矩

阵,故Ai 非奇异,即矩阵A 的1阶到n-1阶顺序主子式都不等于0.

3　 三角分解的确定
设A = aij( ) n×n 且A =LU,其中L 是下三角矩阵,U 是单位上三角矩阵,设
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由矩阵乘法可知,aij = ∑
min(i,j)

s=1
lisusj,i,j=1,2,…,n.又因为umm =1,所以aim =lim +∑

m-1

s=1
lisusm ,i=m,m+1,…,n.从而,

有lim =aim -∑
m-1

s=1
lisusm ,i=m,m+1,…,n.

同理可得,umj = (amj -∑
m-1

s=1
lmsusj)/lmm ,j=m+1,m+2,…,n.这样就求出了矩阵L 和U.

4　2个推论
推论1　 若n阶非奇异矩阵A 的前n-1阶顺序主子式有的为0,则可以在A 的左边或右边乘以初等矩阵,就将A 的行

或列的次序重新排列,使A 的前n-1阶顺序主子式非0,从而可以进行三角分解.
推论2　 设A 是数域F 上的n阶非奇异矩阵,则必存在正交矩阵Q 与非奇异上三角形矩阵R,使得A =QR.此时称矩

阵A 可以进行QR 分解.
证明 　 设V =Fn,因为A 可逆,所以A 的列向量组α1,α2,…,αn 是V 的一个基,利用施密特正交化,再单位化,可得

到V 的一个标准正交基设为η1,η2,…,ηn,且有

A = (α1,α2,…,αn)= (η1,η2,…,ηn)diag(α1 ,α2 ,…,αn )P.
令Q = (η1,η2,…,ηn),R =diag(α1 ,α2 ,…,αn )P,则Q 是正交矩阵,R 是上三角形矩阵,从而A =QR.

例1　 设A =
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,求正交矩阵Q 与非奇异上三角矩阵R,使得A =QR.
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再将β1,β2,β3 单位化,得η1 =
1
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β3.从而,
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所以可得正交矩阵 Q = (η1,η2,η3),非奇异上三角矩阵 R =
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且A =QR.

5　 三角分解在解方程组中的应用
设线性方程组为AX =b,其系数矩阵A 可以分解为A =LU,于是线性方程组AX =b就可以转化为(LU)X =b,即

L(UX)=b.令UX =Y,这样可将方程组的求解问题转化为2个系数矩阵是三角矩阵的易于求解的方程组LY =b 和

UX =Y.

例2　 用LU 分解法求解下列方程组:
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解 　 令
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,由矩阵乘法可得
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故原方程组可化为以下2个三角形方程组:
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由方程组(1)可解得
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6　 三角分解在群论中的应用
设集 M = A A 为对角阵,且AA∗ =E,A ∈Cn×n{ } ,N = A A 为非奇异对角阵,A ∈Cn×n{ } ,N1 = {A A 为正定

矩阵,A ∈N},则M,N 对于矩阵的乘法作成一个群.设A∈N,则由前可知,A=QR,其中Q为正交矩阵,R为非奇异上三

角矩阵.所以,Q =AR-1 为上三角形矩阵,又Q 为正交矩阵,故Q 为对角矩阵,从而Q ∈ M.作集合 N 到M 的映射σ:A →

Q,则σ 为群的同态满射,故 M ≅N/N1
[4].
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