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对溶质运移模型的并行化处理
*

邓永辉
(湖南财政经济学院,湖南 长沙  410205)

摘  要:在了解和广泛收集前人研究资料的基础上 ,将并行算法引入到求解首采区卤水动态二维模型中关于溶质运移

的问题中.把溶质运移方程按时间分裂法分成 5个子方程,针对这 5 个子方程讨论了全域精细积分和子域精细积分的并行

算法,给出了对流和扩散方程的子域精细积分并行算法.子域精细积分考虑了精细积分法高精度的特点,又避免了全域积分

的大矩阵运算,其精度优于单点精细积分法.
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溶质运移模型的数值求解法主要包括有限元和有限差分法 2种.由于有限差分法计算简单,物理意义

直观,在溶质运移问题求解中得到普遍应用. 但是,当对流项占优,即 Peclet 数较高时,则出现数值波动和

弥散.采用高阶的时间导数和空间导数离散逼近,并用极短的时间和空间步长求解,上游加权法可同时消

除大部分的数值弥散,但求解效率却大大降低.总之,对差分法的改进, 或消除了数值波动, 或减少了数值

弥散,仍然未能从根本上消除数值困难.与有限差分法相比,有限单元法比较灵活 [ 1] , 求解精度高, 因而成

为早期求解溶质运移问题应用最广泛的数值法.

1  溶质运移数学模型
通过几种简单模型的推导和分析, 再结合首采区能引起浓度变化的各种因素,如对流、扩散、排泄、补

给等等,可以导出最终目标模型如下:
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(1) 式只表明了浓度随时间变化的规律, 要求出微分方程的解还需要一些定解条件, 求出在特定条件下浓

度的值,再计算区内边界条件如下:

C( x , y , t) | t= 0 = C0( x , y ) , C( x , y , t) | #1 = C1( x , y ) ,

MLD n
9C
9n
| #n = qc2 ( x , y ) , #1 G #2 = 9 8, #1 H #2 = ª.

其中: C 为浓度 (mL
- 3
) ; V 1 , V 2 为渗透速度 (LT

- 1
) ; D 11 , D 22为弥散系数 (L

2
T

- 1
) ; Cq 为汇源项的浓度

(mL
- 3
) ; n为外法线方向; f 为固液转化系数(T

- 1
) , 若忽略固液转化作用,则 f = 0; C0 ( x , y ) 为初始浓度分

布函数(mL
- 3
) ; C1 ( x , y ) 为第 1类边界 #1 上的浓度分布函数(mL

- 3
) ; qc2 ( x , y) 为第 2类边界 #2上弥散通

量分布函数(mT
- 1
L
- 1
) ; 8为渗流区; M 为含水层厚度( L) ; Q为汇源补给项( LT

- 1
) ; L自由孔隙度率, 即给

水度,也就是从单位体积含水层中在重力作用下能够释放给出的水量所占该含水层体积的份数.
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2  并行前的预处理
多维的对流扩散方程,尤其当它为非线性和非定常的时候很难直接求解,而且在差分格式的选择上还

有很大的局限性,即使得出结果,解的精度也不高.为了剔除这些不利因素, Yanenko 提出了一种利用时间

分裂的概念
[ 2]
,分步求解多维问题的方法.所谓时间分裂, 笔者是这样理解的, 即在某一固定的时间段内,

一个物理或是化学过程中的若干反应所引起的效力, 并不是同时完成的, 而是存在主次先后之分. 换句话

说,在某一固定的时间段里,可以将一个物理或化学过程的每个子反应看成是互步相交的集合, 而它们的

并形成了这个时间段内完整的物理或化学过程的演变.因此,任意多维的问题都可以分解成若干个一维的

偏微分方程,依次求解.

对于方程( 1) ,不步考虑排泄补给项和溶质的化学转换等,方程化为
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根据分步解法, 方程(2) 可以分裂成 5个方程:
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其中: D( ) 为Dirac函数; Qr 为第 r 个源头的源强; x r , yr 和 z r为这个源的坐标.方程(3) 为 R个源头对浓局

度部变化
9C
9t
的贡献, ( 4) 和(5) 式为对流项对浓度局部变化

9C
9t
的贡献,而(6) 和( 7) 式为水平方向的扩散

项对浓度局部变化9C
9t
的贡献.

在对对流扩散方程采用时间分裂法,将多维的问题转换为 5个一维的方程求解时, 很大程度上增强了

已知算法的可操作性.下面来研究一维扩散方程和一维对流扩散方程的并行化处理.

3  并行处理
偏微分方程的精细时程积分法先在空间坐标上按差分法离散[ 3]

,而得到对时间的常微分方程组, 然后

采用全域精细积分法计算此方程组,可得到方程组的高精度解. 这相当于给出了偏微分方程的半解析解.

精细积分中指数矩阵 T的计算量很大, 而 T的求解主要是矩阵乘法的运算. 全域精细积分中,需要对矩阵

运算进行并行化.文中使用的 T ransputer 系统是分布式存储的多处理器系统,采用分块的矩阵乘法. 变量

较多时,全域精细积分的指数矩阵的存储量和计算量都很庞大. 子域精细积分不需形成总体的指数矩阵,

各子域的求解是相对独立的,计算量较大的指数矩阵求解可在各处理器中分别计算,它具有良好的并行计

算的性质.

3. 1 一维扩散方程的并行算法

(1) 全域精细积分的并行算法.

考虑一维扩散方程
9C
9 t
= D

92
C

9x 2 ,当两端边界条件为 0,用差分法在 x 坐标方向离散后,可得到

Lk+ 1
= exp( H # t) # L0 = exp(H # $t) # Lk = T# Lk , (8)

其中 H是常数矩阵, L
0
是初值.文献[ 4] 中给出了指数矩阵 T的精细计算方法:

T = exp(H # $t) = [ exp(H # $t/ m) ] m = [ exp(H #T) ]
m
= [ I + Ta ]

m
,

其中可选用 m = 2N .若 $t是一不大的时间区段, 则当 N 并不很大时, S= $t/ m 也将是一个非常小的时间
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段. T的计算相当于做N 次循环:

Ta = 2Ta + Ta @ Ta . (9)

最后做 T = I + Ta ,这样可得到高精度的指数矩阵 T = exp(H # $t ) .

Transputer 系统是分布式存储的并行多处理器系统, 各处理器的数据由相互间的通讯得到. Fo rtr an

语言中数组的数据是按列存放的.为了通讯的方便和高效率, ( 9) 式中矩阵的计算按列分块Ta = ( Ta1 , Ta2 ,

,, Tan) . n是处理器的数目.处理器 i中的矩阵计算为Tai = 2Tai + Ta @ Tai .由于相乘和相加是相同的Ta矩

阵,因此计算时先将 Ta阵分别送到各个处理器,各处理器计算Tai ;然后进行通讯得到新的完整的Ta矩阵;

再将 Ta 阵送给各处理器,依次循环后,加上单位阵 I 得最终的矩阵T . (8) 式的时间步计算中,将 T阵按行

分块T = (T1 , T2 , ,, Tn) , Lk+ 1 则分为 n段 L
k+ 1
= ( ( L

k+ 1
1 )c( Lk+ 1

2 )c,( Lk+ 1n )c)c, Lk+ 1i = T i @ L
k
, i = 1, 2, ,,

n.由通讯收集得到 Lk+ 1 , 再送给各处理器进行下一时间段的计算.

(2) 子域精细积分的并行算法.

当未知数增多时,全域精细积分法指数矩阵的存储量和计算量都将迅速增加,这会影响到其解题的规

模和效率.当时间步长 $t 很小时, 指数矩阵 T是近似窄带宽的. 因此, 文献[ 5] 提出了子域精细积分的方

法,这可以使存储量和计算量大幅度下降.

考虑子域的非齐次微分方程组,其向前精细积分格式为

v
n+ 1
j = Tv

n
j + (T- I)H

- 1
f
n
j   j = 1, 2, ,, J . (10)

蛙跳格式为

T(2$t) = exp(2H # $t) ,

v
n- 1
j = Tv

n
j + (T- I)H

- 1
f
n
j   j = 1, 2, ,, J . (11)

格式( 10) 是一阶时间精度, 格式(11) 则是二阶时间精度,而两者的计算量几乎是一样的.当各子域划分相

同时,只需计算 1 组 T 和 H
- 1 阵. T 阵的并行算法与全域精细积分的相同, H- 1 阵的计算采用分块的

Gauss-Jordon算法.将 H按列分块送到各处理器:

H = (H
1
, H

2
, ,,Hn

) .

设有 m 个内点.从 H阵的第1列到最后的第 m列依次计算.计算第 j 列时, j 列所在的第 I 个处理器从第j

列选主元.第 I 个处理器将选出的主元行号 k 及第 j 列向量a 送到每个处理器. 各处理器交换 H阵中的第

j , k 2行:

tmp = H
i
j t ,H

i
j t = H

i
kl ,H

i
kl = tmp   l = 1, ,, m; i = 1, ,, n.

选出的主元行号存储于一维数组 M中. 然后进行消去运算.设H阵的第j 列在H i 阵中为第 p 列,则第 I 个

处理器中的算法为:

H
I
j p = 1/ a j ,H

I
tp = - al / aj   l = 1, ,, j - 1, j + 1, ,, m;

H
I
j l = H

I
j l / a j   l = 1, ,, p - 1, p + 1, ,, mI ;

H
I
ql = H

I
ql - H

I
j laq   q = 1, ,, j - 1, j + 1, ,, m, l = 1, ,, p - 1, p + 1, ,, mI .

其他处理器中的算法为:

H
I
j l = H

I
j l / aj   l = 1, ,, mi , i = 1, ,, n;

H
I
ql = H

I
ql - H

I
j laq   q = 1, ,, j - 1, j + 1, ,, m, l = 1, ,, mi , i = 1, ,, n.

H阵是按列存在各处理器中,交换的通讯量很大,可将各处理器中的 Hi 送到主控程序[ 4]
,由主控程序

进行最后的列交换, 得到逆阵 H
- 1
. 再将 T和H

- 1 阵送回各处理器.向量 L按照子域划分情况送到各处理

器,按(10) 或(11) 式计算各子域的 v
n+ 1
j . 将 v

n+ 1
j 中与其他子域重合部分的分量送出,同时接收其他处理器

计算的这几个分量, 并取平均值作为计算结果.

3. 2 对流扩散方程的并行算法

考虑更一般的一维对流扩散方程

9u
9t
= D # 92

u
9x 2 - v # 9u

9x
, (12)

为改进差分法的数值精度和稳定性,文献[ 4] 给出了对流扩散方程的单点精细积分算法.由方程 (12) 的 2
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个通解 u = 常数和 u = x - vt ,得到在空间坐标上离散的微分方程[ 5]
.

u
0
j = c1 uj- 1 - c2u j + c3 uj+ 1 . (13)

(13) 式的单点蛙跳格式为

u
n+ 1
j = [ u

n- 1
j - ( c 3u

n
j+ 1 + c1u

n
j- 1 ) / c2 ] # exp(- 2c2 # $t ) + ( c3 u

n
j+ 1 + c1u

n
j- 1 ) / c2 . (14)

此格式具有二阶时间精度,并且是无条件稳定的. 为提高精度,可以采用多内点的子域精细积分算法. 利用

蛙跳格式(14) , 考虑 3个内点的子域,其非齐次微分方程组是

u
0
j- 1

u
0
j

u
0
j+ 1

=

- c2 c3 0

c 1 - c2 c3

0 c1 - c2

u j- 1

u j

j j+ 1

+

c2u j- 2

0

c3u j+ 2

  j = 1, 2, ,, J . (15)

uj- 2 和u j+ 2作为常数,在 $t时间段内是不变的, 可以从相邻子域中得到这 2点的值. 采用与(10) , (11) 式相

同的格式计算方程( 15) .

当在空间坐标作等距离的离散,并且各子域内点相同时, Tj 和H
- 1
j 是相同的,则只需计算1组[ 6]

;算法

与前相同.使用不同划分的子域时,先将向量 x 按划分的子域分段地送到各处理器,各处理器计算各系数,

并组装得到 Hj 矩阵;然后计算 H
- 1
j 和T j .这一步计算量较大,且不需通讯, 是大粒度的.

4  结语
精细积分法有很高的计算精度,不论是全域积分还是子域积分都有很好的并行性, 在并行机系统上可

充分发挥其效能.其中子域积分法有更大的优点,它克服了全域积分矩阵过大的弱点, 又可以提高计算的

精度.在并行计算中能方便地将各子域放到各处理器中,算例表明此算法是高效率的. 增加内点数加大了

指数矩阵和每个时间步的计算量, 但能够提高精度,所以应适当地选择子域的大小.
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Parallel Algorithms for a Solute Transport Model

DENG Yong-hui

( H unan Univer sity of Finance and Economics, Chang sha 410205, China)

Abstract: This paper pr esents the parallel algo rithms o f precise integrat ion methods. The subdomain par-

allel alg orithms of pr ecise integ rat ion of convection-diffusion equat ions are g iven. T he method take advan-

tage of the high precision of precise integrat ion methods, and they also avoid a large amount of matr ices

calculat ion of w hole domain methods. The precision o f the methods is bet ter than that o f the single point

integrat ion.
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