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在准1维分子晶格模型中的量子孤波
∗
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(吉首大学物理科学与机电工程学院,湖南 吉首　416000)

摘　要:通过使用数态方法和准离散多标度方法,研究了准1维分子晶格模型中的量子孤波解,表明在这种模型中,不

仅存在运动的量子孤波,也存在静态的量子孤波(即量子内禀局域模).利用所获得的量子孤波解,进一步研究了量子孤波的

能级,得知量子孤波的能量是量子化的,这种非线性的量子化特性,可能导致在这种材料中观察到像量子化的热输运等奇妙

的量子化现象.
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近几年来,在低维晶格体系中热传导的研究,无论在实验上还是在理论上都取得了令人瞩目的成就.
在实验上,人们发现在一些低维晶格体系中,Fourie热传导定律不满足,存在反常热传导现象[1].特别令人

高兴的是,在2006年,张之威等[2]在实验室制备出了第1个准1维固态热二极管或称为热整流器,这种奇

妙的装置具有不对称的热输运性质,这些性质为设计制作颇具应用前景的低维热器件开辟了一个新领域,
在全世界掀起了对热流控制器件的研究高潮[310].如何从理论上理解这些低维热器件中的热输运现象,目
前已成为人们倾心探索的热门课题.在1967年,Rider等就严格求解了1维简谐晶格中的热传导,表明在

简谐晶格中没有温度梯度形成,Fourie热传导定律被违背.人们对这些异常热传导的微观动力学起源进行

了广泛的研究,取得了不少重要的成果[1114].目前对这些现象的理解还不是很充分,但可以肯定的是,要正

确理解这些奇妙的热现象,原子之间的非线性相互作用以及孤波等非线性激发将起着重要的作用.因此,
研究准1维分子晶格模型中的孤波激发,将具有重要的学术和应用价值.1988年,A.J.Sievers等[15]利用

格林函数方法,首次研究了具有4次方非谐性的1维离散晶格链的非线性性质,提出了内禀局域模(也就

是静态孤波)的思想.这一新思想的提出,为解释一些固体材料异常的低温比热性质提供了一条可能的途

径.后来,黄国翔等[16]利用多标度方法和级数展开方法,研究了具有立方和4次方非谐性的1维离散晶格

链中的孤波,发现这种离散非线性晶格链中不仅存在着运动的孤波,在一定条件下,即在布里渊区边界,也
存在着静态的孤波(即内禀局域模).这一发现具有重要的意义,它不仅为理解各种凝聚态物质和生物体系

中能量的输运机理提供了重要的新思想,而且为理解固体材料中的热输运性质、温差的形成原因开辟了一

条重要的途径.
笔者研究了准1维分子晶格模型中的量子孤波及其特性.首先,将从准1维分子晶格的非线性哈密顿

量出发,引进局域声子产生和湮灭算符,得到了量子化的非线性哈密顿量;其次,通过数态空间的量子波函

数,利用 Hartree近似和变分原理,得到单声子波函数所满足的非线性运动方程;最后,采用多标度方法得

到单声子波函数所满足的1维非线性薛定谔方程,从而得到量子孤波解,并求得量子孤波的量子能级.
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1　哈密顿量及其量子化
考虑模型是由分子所组成的准1维分子晶体,其非线性主要是来自分子的内部,在这种情况下,1维

分子晶格的非线性哈密顿量为[17]
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其中:m 是分子的有效质量;k是弹性常数;k3 和k4 是非线性常数;Dnm 是分子间的耦合系数.为了对(1)式

进行量子化,引进局域声子产生和消灭算符如下:
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其中:a+
n 表示在格点n处产生一个声子;an 表示在格点n处消灭一个声子.为了减少复杂性,假定(1)式中

的各系数间存在以下关系:∑
n

Dnm ≪k,k3■x ≪k,k4■x2 ≪k,其中■x 表示坐标xn 的方均根值.将

(2),(3)式代入(1)式,在准确到最低级近似的情况下,得到声子数守恒的哈密顿量为
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文献[17]已经证明,声子数不守恒的项可以忽略.(4)式中的E0 为零级声子能量,关联系数dnm 和声

子之间相互作用系数Γ可由(1)式中的各系数确定.笔者将(4)式作为基本模型,第1项和第2项表示声子

的线性相互作用,第3项表示声子之间的非线性相互作用.

2　 单声子波函数所满足的非线性运动方程
(4)式是声子的二次量子化哈密顿量,声子是玻色子,满足玻色子之间的对易关系,声子数算符 N̂ =

∑
i
a+

iai,根据量子理论,声子的量子态函数满足下列含时薛定谔方程:

i
■
■t|Ψ〉=Ĥ|Ψ〉, (5)

其中普朗克常量ћ被假定为1.容易证明Ĥ 与粒子数算符N̂ 可对易,因而Ĥ 和N̂ 有共同本征函数,声子数

是一个守恒量.在声子数态空间,n 个声子的量子态函数能被展开为
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其中:|0〉=|0〉1|0〉2…|0〉f 为真空态;θn(j1,j2…jn,t)为数态空间的n 个声子的波函数,满足归一化

条件∑
f
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利用(4)至(6)式,并注意到玻色子算符的对易关系[ai,a+
j ]=δij,经过推导,n个声子的波函数θn(j1,

j2…jn,t)满足下列的薛定谔方程:
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在 Hartree近似下,n 个玻色子的量子玻函数θn(j1…jn,t)可表示为单个玻色子波函数的直积,即

θn(j1…jn,t)=∏
n
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2=1.

利用(9)和(10)式,并借助于变分方法,单个玻色子波函数Φn,jk
满足方程

i
■Φj

■t -E0Φj =∑
N

n=1
d(jn)Φn -Γ(n-1)Φj

2Φj. (7)

在上述方程中,为方便起见,忽略了下标n,将Φn,jk
写作Φj.为处理简单起见,只考虑最近邻分子之间
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的相互关联,并且认为d(nj+1)=d(nj-1)=d,这样,(7)式为

i
∂Φj

∂t -E0Φj -d(Φj+1+Φj+1)+Γ(n-1)Φj
2Φj =0. (8)

3　 量子孤波解
为了求出(8)式的近似解,利用一种简化的准离散多标度方法[1821].由于单声子波函数Φn,j 满足归一

化条件,即∑
f

j=1
Φn,j=1,因此不难看出,当自由度f足够大时,Φn,j 是一个一级小量,因而可以做下列的标度

变换:

Φj =εψj, (9)
其中ε是一个一级小量.将(9)式代入(8)式,则

i
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现在来寻找(10)式的包络孤子解.一般来讲,包络孤子的包络是时间和空间的慢变函数,而载波是时

间和空间的快变函数,因此引进下列多标度变量:t1=εt,t2=ε2t,ξj =εja.
(10)式的包络孤子解被假定为ψj=αj(t1,t2,ξj)ei(kja-ωt).其中:k和ω分别是快变载波的波数和频率;

αj(t1,t2,ξj)是包络孤子的包络函数,且是时间和空间的缓变函数;a 是晶格常数.利用以上各式可得到以

下方程:
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将(11)至(13)式代入(10)式,合并ε的同幂项,则有
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令ε的同幂项的系数为0,则有

ω=E0+2d·coska, (14)
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(14)式是简谐载波的色散关系.从(15)和(16)式可看出,包络函数αj 只是t2 和z的函数,若令αj =
αj(t2,z),这里z=ξj +2dat1·sinka,在这种情形下,则有
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应用以上关系,可将(16)式写为

i
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■z2 +(n-1)Γ αj
2αj =0.

令αj =
u
ε

,zj =
z
ε =ja+2dat·sinka,则(17)式为
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其中P=-da2·coska;Q= n-1( )Γ.(18)式是非线性薛定谔方程,可由逆散射方法求解,它的单孤

子解为
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最终得到单声子的 Hartree近似波函数为
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0P)t-iφ0eikja. (19)

其中:vg =-2da·sinka=
dω
dk

为包络孤子的群速度;κ0 和φ0 为积分常数;j0 为一个任意的整数.(19)式

代表了一个单声子波函数的包络孤子解,这个包络孤子以群速度vg 在准1维分子晶体中传播[22].但在布

里渊区边界,即在k=±
π
a

,vg =
dω
dk k= ±

π
a

=0,这时,运动的量子孤波成为静态的量子孤波,即量子内禀局

域模.根据所求得的量子孤波解,n 个声子的 Hartree近似波函数为

|ψn(t)〉H =
1
n!
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f
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Φn,j(t)a+

j )n|0〉, (20)

这样,量子孤波所具有的能量为

En =H 〈ψn(t)|Ĥ|ψn(t)〉H =H 〈ψn(t)|i
■
■t|ψn(t)〉H . (21)

应用(19)至(21)式,可求得En =n(ω-κ2
0P)H 〈ψn(t)|ψn(t)〉H =n(ω-κ2

0P).

通过Φn,j 满足的归一化条件,很容易求得κ0=
Qa
4P

,这样得到量子孤波的能级为

En =n{E0+2d·coska+
(n-1)2Γ2

16dcoska
}, (22)

其中n 表示声子数.(22)式代表量子孤波的量子能级,描绘了量子孤波的量子特征,这种量子特性很容易

从实验上加以检测.

4　结语
在准1维晶格体系中量子孤波的研究,是学术界倾心探索的问题,尽管人们做了不少工作,这些工作

很有启发意义,但还没有达到令人十分满意的程度,特别是怎样根据量子孤波的特性来合理地解释准1维

体系中的反常热传导、热整流、热放大等奇妙的热现象,还未见到有文献报道.在准1维分子晶格体系中的

热传导与这种体系中的非线性孤波激发将有密切的联系,因此,研究准1维体系中的量子孤波,将具有十

分重要的学术意义和重要的应用价值.
根据分析结果可知,量子孤波能够在这种准1维分子晶格中存在,而且能量是量子化的,这些结果为

解释准1维分子晶格中存在的奇妙的物理现象具有一定的指导作用.例如,如何根据量子孤波的量子特

性,对已经观察到的准1维材料中的异常热传导、热整流给出理论解释,将是一件很有意义的工作,也是人

们今后要探索的重要课题.
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QuantumSolitaryWaveinaQuasi-One-DimensionalMolecularCrystalModel
DENGYi-qun,LIDe-jun

(CollegeofPhysicsandMechatronic& ElectricalEngineering,JishouUniversity,Jishou416000,HunanChina)

Abstract:Byusingthenumberstatemethodandthesimplified methodofquasidiscretenessmultiple
scales,theauthorshavestudiedquantumsolitarywavesolutionsinaquasi-one-dimensionalmolecular
crystalmodel.Inthismodel,therearebothtravelingandstationaryquantumsolitarywaves.Withthe
helpoftheobtainedquantumsolitarywavesolution,theenergylevelsofthequantumsolitarywavehave
beeninvestigatedfurther.Itisshownthattheenergyofthequantumsolitarywaveisofquantization,

whichmakesitpossibletoobservequantumthermalconductioninthematerial.
Keywords:quasi-one-dimensionalmolecularcrystalmodel;quantumsolitarywave;energylevel
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