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群论的一个整除问题
�
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摘 � 要: 设 p 是大于3 的奇素数,证明了:如果 p 2+ p + 1整除 ( 3p - 1)�( 3- 1) ,则 p � 11 (mod 12) 且 p 2+ p + 1是素数.
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在群论中, Feit和Thompson证明了任何奇阶群都是可解群.此后, Parker发现:若对于任何不同的奇素数 p 和 q都能证明

整数 ( qp - 1)�( q- 1) 不能整除( pq - 1)�( p - 1) , 则Feit和 Thompson有关上述重要结果的证明可以大大简化.这是数论中

一个迄今未能解决的难题[1] .对此, McKay 利用计算机证明了:当 p < 5. 3 � 107 时, p 2+ p + 1不能整除( 3p - 1)�( 3- 1) .笔

者运用初等数论方法得到了上述整除关系成立的一个必要条件.

定理 1� 如果大于 3 的奇素数 p 可使p 2 + p + 1 整除( 3p - 1)�( 3 - 1) , 则必有 p � 11 ( mod 12) 且 p 2 + p + 1 是素数.

证明 � 设 p 是可使 p 2 + p + 1 整除( 3p - 1)�( 3- 1) 的奇素数. 从文献[ 2] 可知, ( 3p - 1)�( 3- 1) 的素因数都是 2kp +

1 的形式,其中 k 是正整数. 假如 p 2 + p + 1不是素数,则从上述结果可得 p 2+ p + 1 � ( 2p + 1) 2 = 4p 2+ 4p + 1 > p 2 + p

+ 1 这一矛盾.因此, p 2 + p + 1 必为素数.

由于 p 是大于 3的奇素数, 故有 p � 1或 2 ( mod 3) . 当 p � 1 ( mod 3) 时, p 2 + p + 1 � 3 ( mod 3) .然而, 因为已知 p 2+

p + 1是素数,所以这是不可能的, 故必有

p � 2 ( mod 3) . ( 1)

� � 另外,当 p 2 + p + 1 整除( 3p - 1)�( 3 - 1) 时,同余关系

3p � 1 ( mod p 2 + p + 1) ( 2)

成立.从( 2) 式可知

(
3

p 2 + p + 1
) = 1, ( 3)

其中(
3

p 2+ p + 1
) 是 Legendre符号 .根据文献[ 3] , 从( 3) 式可得

p 2 + p + 1 � � 1 ( mod 12) . ( 4)

结合( 1) , ( 4) 式可知, p 2 + p + 1 � 1 ( mod 12) ,由此可得 p � 3 ( mod 4) .于是从( 1) 式可知 p � 11 ( mod 12) . 证毕.
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Abstract: Let p be an odd prime with p> 3. It is proved that if p
2
+ p + 1 divides ( 3

p
- 1)�( 3- 1) , then p � 11

(mod 12) and p
2
+ p+ 1 is a prime.
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