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摘 � 要:利用 Gauss 和的定义、三角和估计及其解析方法,研究了 Dirichlet L- 函数倒数的一次加权均值分布, 得到一个

有趣的加权均值分布的渐近公式.
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1 � 主要结论
设 q为正整数, � 为模q的 Dirichlet特征, L ( 1, � ) 是对应于特征 � 的Dirichlet L - 函数.对任意的整数 m , Gauss和 G( m ,

� ) 定义如下[1- 3] :

G ( m , � ) = �
q

a= 1

� ( a) e(
ma
q

) ,

其中 e( y ) = e2�iy .

关于 Gauss和 G( m , � ) 的性质,许多数论书中都有研究. 然而笔者认为它的最重要的性质是: 当( m , q ) = 1,且 � 为模q

的原特征时,有 G( m , � ) = q . 但是对于非原特征 � , | G( m , � ) | 的值变化较大, 也就是说对不同的特征 � , | G( m , � ) |

的值的分布很不规则. 然而在许多加权均值中, | G( m , � ) | 确又表现出良好的值的分布性质,笔者就是为了说明这一点.

为此, 设实数 Q > 1,整数 q � Q ,利用Gauss和的定义、三角和估计及其解析方法,讨论了Dirichlet L - 函数倒数的一次加权

均值,得到如下加权均值分布的渐近公式:

定理 1� 设实数 Q > 2, 整数 q � Q, 对任意的整数 m ,当( m , q ) = 1时, 有加权均值分布公式

�
q � Q

1

�2 ( q ) ��mod q

| G( m , � ) | 2

L ( 1, � ) = Q + O ( ln2 Q) ,

其中 �( q ) 为 Euler函数, �为任意固定的正数.

2 � 主要引理
为了完成定理 1的证明, 先引入下面几个主要的引理.

引理 1[4] � 设实数 Q > 1,整数 q � Q , L ( 1, � ) 是 Dirichlet L - 函数,则有

�
q � Q

1
�( q ) �

�mod q

1
L( 1, � )

= Q+ O ( ln2 Q ) .

引理 2[5] � 设 m 及 q 为整数,且 q � 2 , 则有三角和估计式

�
q

a= 1

�e(
ma
q

) � �
d | ( m, q )

d ,

其中 �
q

a= 1

�表示对所有满足( a, q ) = 1, 且 1 � a � q的 a 求和, e( y ) = e2�iy .

引理 3[4] � 设实数 Q > 1, y � 2, 则有估计式

�
q � Q

sup
a, x
x � y

| �
n � x

n � a( q )

�( n) | � y ( ln y )- 4 + y
1
2 Q ( ln( yQ) ) 4 ,
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其中 �( n) 为 M�bius函数.

引理 4� 设实数 Q > 2, 整数 q � Q , � 为模 q 的 Dir ichlet特征, 则有如下估计式:

�
q � Q

1

�2 ( q ) �d | q

d �
q- 1
d

r= 1

| �
�mod q

� ( rd + 1)
L ( 1, � )

| = O ( ln2 Q) .

证明 � 为书写方便, 记 A ( � , y ) = �
q< n � y

� ( n) �( n) , 则由 Dirichlet L - 函数的定义与 Abel恒等式, 得[6]

1
L ( 1, � )

= �
1 � n � q

� ( n) �( n)
n

+�
+ �

q

A ( � , y )

y 2 dy ,

�
�mod q

� ( rd + 1)
L ( 1, � )

= �
�mo d q

� ( rd + 1) ( �
1� n � q

�� ( n) �( n)
n

+�
+ �

q

A (�� , y )

y 2 dy ) = �
�mod q

� ( rd + 1) ( �
1 � n � q

�� ( n) �( n)
n

) +

�
�mod q

� ( rd + 1) (�
+ �

q

A ( �� , y )
y 2 dy ) = �

1 � n � q

�( n)
n �

�mod q

� ( rd + 1)�� ( n) +

�
+ �

q

1

y 2 ( �
q � n � y

�( n) �
�mod q

� ( rd + 1)�� ( n) ) dy .

由此再利用特征和的正交性与引理 3, 即得

�
q � Q

1

�2 ( q ) �d | q

d �
q- 1
d

r= 1

| �
�mod q

� ( rd + 1)
L ( 1, � )

| � �
q � Q

1
�( q ) �

d | q

d �
q- 1
d

r= 1

( �
1 � n � q

n � rd+ 1( q)

|
�( n)
n

| +

�
+ �

q

1

y 2 | �
q � n � y

n� rd+ 1( q)

�( n) | dy ) � �
q � Q

1
�( q ) �

d | q

d �
q- 1
d

r= 1

1
rd + 1

+

�
q � Q

1
�( q) �

d | q

d �
q- 1
d

r = 1
�

+ �

q

1

y2 | �
q � n� y

�( n) | dy � ln2 Q.

3 � 定理 1的证明
由 Gauss 和的定义及以上引理可知,当( m , q) = 1 时,有

�
q � Q

1

�2 ( q ) ��mod q

| G( m , � ) | 2

L( 1, � )
= �

q � Q

1

�2( q) �
q

a= 1

� �
q

b= 1

�e(
( a - b ) m

q� ) �
�mod q

� ( a�b )
L( 1, � )

=

�
q � Q

1
�( q ) ��mod q

1
L ( 1, � )

+ �
q � Q

1
�2( q) �

q

a= 2

� �
q

b= 1

�e(
mb( a - 1)

q
) �
�mod q

� ( a)
L ( 1, � )

=

�
q � Q

1
�( q ) �

�mod q

1
L ( 1, � )

+ O( �
q � Q

1

�2 ( q ) �d | q

d �
q- 1
d

r= 1

| �
�mod q

� ( rd + 1)
L ( 1, � )

| ) =

Q + O ( ln2 Q ) .
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Abstract: The first power weighted mean of Dirichlet L-functions and the asymptotic formula of a mean value are pre-

sented using the definition of Gauss sum, the estimation of trigonometric sum and the analyt ic methods.
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