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关于Diophantine方程 X
2
+ Y

2
= Z

r
的素数解

乐茂华
(湛江师范学院数学系, 广东 湛江 524048)

摘 要: 设 r 是大于 1 的奇数, 给出了方程 X2 + Y2 = Z r 的正整数解( X , Y, Z ) 中 Y为奇素数方幂的必要条件.
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设 Z
+
是全体正整数的集合, a, b , c是大于 1且两两互素的正整数, 则方程
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是一类基本的且重要的指数丢番图方程. 1933年, Mahler K
[ 1]
运用 p-adic形式的丢番图逼近方法, 证明了

方程( 1) 仅有有限多组解( x , y , z ) . 1940年, Gel fond A O
[ 2]
运用超越数论方法给出了解的可有效计算的上

界. 1994年, Terai N
[ 3]
对于方程( 1) 的解数提出了以下猜想:

猜想 1 若方程( 1) 有解( x , y , z ) = ( p , q , r ) 适合 min( p , q , r ) > 1, 则方程( 1) 仅有解( x , y , z ) =

( p , q , r) .

1999年,曹珍富
[4]
给出了猜想 1的反例,并据此提出该猜想应改为:

猜想 2 当 max( a, b, c ) > 7时, 猜想 1成立.

然而,猜想 2也有无穷多个反例.如当 a = 2, b = 2
n

- 1, c = 2
n

+ 1,其中 n 是任何大于2的正整数时,

a, b , c是满足max( a, b, c ) > 7的正整数,而且方程( 1) 有解( x , y , z ) = ( n + 2, 2, 2) 适合min( x , y , z ) > 1,

但是方程( 1) 还有另一组解( x , y , z ) = (1, 1, 1) .因此,乐茂华
[ 5]
建议将猜想1改为以下形式:

猜想 3 方程( 1) 至多有 1组解( x , y , z ) 适合min( x , y , z ) > 1.

目前,有关方程( 1) 的解数的已知结果都支持猜想 3, 但这仍是一个远未解决的问题.

设 r 是大于 1的奇数.目前,有关猜想3的很多结果都是在假定方程(1) 有解( x , y , z ) = ( 2, 2, r ) 且 b 是

奇素数方幂的条件下得到的(参见文献[ 5] 及其参考文献) .由此产生了以下问题:哪些正整数组( a, b, c ) 适

合这一条件呢?笔者将给出该问题的一个必要条件.

首先,从文献[ 5] 的引理 2. 2可知, 方程( 1) 有解( x , y , z ) = ( 2, 2, r ) 且使 b为奇数的充要条件是a, b,

c 满足
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其中 m, n N, gcd( m, n) = 1, m 0 ( mod 2) .设 = 2+ 3, = 2- 3.对于正整数 t , 设

U( t ) = 1
2

(
t
+

t
) , V( t ) = 1

2 3
(

t
-

t
) . ( 3)

定理1 如果方程( 1)有解( x , y , z ) = ( 2, 2, r) 且 b是奇素数方幂,则 a, b , c必定满足下列条件之一:

( ) r = 3, ( a, b, c ) = ( 46, 9, 13) ;

( ) r = 3, a = V( 2
s
) ( 8( V ( 2

s
) )

2
+ 3) , b = U( 2

s
) , c = 4( V ( 2

s
) )

2
+ 1,其中 s 是正整数;

( ) a, b , c满足方程组( 2) 且 n = 1.

证明 当 b是奇素数方幂时, b = p
t
,其中 p 是奇素数, t是正整数.此时,从方程组( 2) 可知 n = p

l
,

0 l t .

若 l = 0,则 n = 1且 a, b, c 满足条件( ) .

若 l > 0, 则从方程组( 2) 可知某个Lucas数没有本原素因数,故从文献[ 6- 7] 可知 r = 3.此时,从方

程组( 2) 可得

a = m | m
2
- 3n

2
| , b = n | 3m
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- n

2
| , c = m

2
+ n

2
. ( 4)

当 gcd( n, 3m
2
- n

2
) = 1时,因为 l > 0,所以从( 4) 式可得 n = b 以及

n
2

- 3m
2

= 1. ( 5)

根据文献[ 8] 的定理 10. 9. 2, 从( 5) 式即得条件( ) . 当 gcd( n, 3m
2
- n

2
) > 1时, 由于 gcd( m , n) = 1, 故

有 gcd( n, 3m
2
- n

2
) = 3.此时 n = 3

l
,而且

| 3m
2

- 3
2l

| = 3. ( 6)

根据文献[ 9] 中的结果, 从( 6) 式可得 l = 1, m = 2. 于是从( 4) 式立得条件( ) . 证毕.
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On the Prime Solutions of the Diophantine Equation X
2
+ Y

2
= Z

r
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( Department of Mathematics, Zhanjiang Normal College, Zhanjiang 524048, Guangdong China)

Abstract: Let r be an odd integer with r> 1. In this paper the author gives a necessary condit ion for ( X , Y, Z ) being

a positive integer solution of the equation X
2
+ Y

2
= Z

r
with Y being a power of an odd prime.
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