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摘要: 通过对角化由强场方案和无耦合的三角基建立的三角畸变的八面体场中的 d3 离子完全能量矩阵，

对 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 在低温下的能谱及波函数进行了拟合计算． 同时分析了各个参数对部分能级的影响，定

量地显示了能级分裂的影响因素． 利用得到的波函数，采用光谱热移位理论，对 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 的 R 线热移

位现象进行了分析和计算，各项计算结果均与实验符合较好，进一步反映了热移位的微观机制．
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自人们发现能用一系列三价铬离子激活的镓族石榴石晶体( Galian Garnet) 获得室温可调谐激光以

来，石榴石晶体家族由于其光学性质引起了人们很大的兴趣［1 － 8］，Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 作为近红外可调谐的

固体激光材料的一种，同样也得到了理论和实验的重视，不少的文献对它的光谱性质做了分析和讨论，特

别对是多中心的 R 线开展了相应的研究，取得了较为理想的结果［3，9 － 14］，但是对该晶体的完全能谱的理

论计算以及 R 线热移位的理论研究却未见报道． 本文应用强场方案，通过将完全能量矩阵对角化进行最

小二乘拟合，并利用对角化完全能量矩阵得到的本征矢，对 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 的光谱作了相应的归属． 并

结合文献［14 ～ 15］中的 R 线的热移位实验数据，基于热移位理论［16］，采用电子 － 声子耦合模型，对 R 线

的热移位做了统一计算，结果和实验数据符合较好，进一步证明了所用模型的合理性．

1 常压低温能谱的理论计算

Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 属于反铁磁类晶体，M． Yamaga 等详细地研究了 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr

3 + 的 R 线的磁场

周期性极化和边带谱以及 R1 线的均匀和非均匀展宽［13］，结果表明荧光谱线窄化技术( FLN) 能对由应变

和成分无序造成的非均匀展宽有消除作用，同时也对由单胞中处于八面体格位的 Cr3 + 与处于十二面体格

位的 Gd3 + 的自旋 － 自旋交换相互作用所引起的宽化也有影响; 而外加磁场对于由反铁磁交换作用引起的

均匀展宽也有消除作用． 对激光晶体 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 的 X 射线研究表明，它具有三角畸变的八面体晶

场，具有如下的取代情况: Cr3 + 占据八面体对称 A 格位，大量的稀土离子 Gd，Sc 等占据十二面体对称 C 格

位，少量的 Al 离子占据四面体对称的 D 格位［17］． 处于八面体格位的 Cr3 + 离子的晶场哈密顿量通常的处

理方法是依据 Tanabe － Sugano 图来分析［18］，Cr3 + 离子的电子能级由八面体晶体场与拉卡参量决定． Mar-
shall 等［19］发现该晶体有 3 个发光中心，不同的中心具有不同的 Cr3 + 离子占位情况，这样的结构导致了 3
条 R 线的出现，具体位置见表 1． 由于 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr

3 + 的 R 线结构的复杂性，我们选取了发射强度较大

的 a 中心为强场中心对 R 线做拟合． 根据文献［19］的实验数据，对 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 的 R 线做了拟合，

经过计算发现，R 线在能谱拟合中占有很重要的比重，因此我们以 R 线作为我们拟合时的重要参考标准．
经过计算优化得到一组参数值: Dq = 1 500 cm －1，B = 610 cm －1，C = 3 400 cm －1，ζ = ζ' = 204 cm －1，K =
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210 cm －1，K' = 710 cm －1 ．
通过这组参数值拟合出来的 R 线能谱数据和实验数据的比较见表 1，R 线的拟合值与实验值符合得较好．

表 1 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 常压低温( 10 K) 下 R 线的

3 个发光中心以及对 a 中心的拟合计算值

Tab． 1 The three luminescence centers of R lines of
Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr

3 + at normal pressure and low
temperature ( 10 K) and the calculated value to
the center a

R 线 实验值［19］ /cm －1 计算值 /cm －1

R1 ( a) 14 478． 07 14 476． 49

R2 ( a) 14 532． 77 14 532． 80

R1 ( b) 14 509． 58

R2 ( b) 14 564． 52

R1 ( c) 14 446． 69

R2 ( c) 14 503． 26

2 热移位的理论计算

根据光谱的热移位理论［16］，充分考虑电 － 声

子耦合，将 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 在常压下的 R 线热

移位分为以下几个部分．
2． 1 电 －声子耦合的声学支贡献 电 － 声子耦合

相互作用的哈密顿量可以写为

Hint = H( 1) + H( 2) ， ( 1)

H( 1) = Σ
ΓM

C( ΓM) ε( ΓM) ， ( 2)

H( 2) = Σ
ΓM
Σ
Γ'M'
Σ
ΓnMn

D( ΓM; Γ'M'，Γ″M″) ·

ε( Γ'M') ε( Γ″M″) ． ( 3)

这里只考虑了哈密顿量的一阶及二阶微扰项．
Γ，Γ'和Γ″分别表示中心金属离子所属点群的不

可约表示; M，M' 和 M″ 表示对应不可约表示的基函数，C( ΓM) 与 D( ΓM; Γ'M'，Γ″M″) 是过渡金属离子

Cr3+ 的 d 电子的轨道算符，ε( ΓM) ，ε( Γ'M') 和 ε( Γ″M″) 是它的声子算符; 在 H( 2) 中，Γ' × Γ″ = Σ i
Γ，

并且 D( ΓM; Γ'M'，Γ″M″) 按照不可约表示 Γ 的第 M 个基函数的变换规律变换．
考虑 d3 电子组态的所有能级和波函数的混合以及所有可能的 ΓM( 这里只考虑 Eg 和 T2g 声子态) ，由

电 － 声子耦合引起的第 i 能级的热移位中的 2 项: 拉曼项 δE ( 1) 和相邻能级项 δE ( 2) 可以写为

δE ( 1)
i = aiT

4∫
TD
T

0

x3

ex － 1
dx， ( 4)

ai = 1
60π3cρ

1
v5l

+ 3
2v5( )

l

kB

珔( )h

4

×

Σ
j≠i

Σ M
〈ψel

i c( T2M) ψel
j 〉

2 + 8Σ M
〈ψel

i c( EM) ψel
j 〉[ ]2

Eel
i － Eel

j
+ Σ

M
〈ψel

i D( T2M) ψel
j{ }〉 ．

( 5)

这里 TD 为声频支的德拜温度，c 为光速，ρ 为晶体的平均密度，v1 和 vi 分别表示纵向和横向的声速，ψel

和 Eel 则分别表示纯电子波函数和能级． 为方便起见，可以写出 αi = αc
i + αd

i ，这里角标 c 表示 c( T2M) 和

C( EM) 的贡献，而 d 则表示 D( T2M) 部分的贡献．

δE ( 2)
i = Σ

j≠i
βij

T
T( )

ij

2
P∫

TD
T

0

x3

( ex － 1) x2 － Tij( )T[ ]
2 dx， ( 6)

βij = － T3
ijD

3
ij = T3

ijD
3
ij，

Dij =
k3B

60π3cρ珔h4
1
v5l

+ 3
2v5( )

l
Σ
M
〈ψel

i c( T2M) ψel
j 〉

2 + 8Σ
M
〈ψel

i c( EM) ψel
j 〉[ ]2 ， ( 7)

这里有 Tij =
( Eel

i － Eel
j )

kB
，P 表示主值积分．

2． 2 光学支部分对热移位的贡献 在这一部分，运用了光学支的声子模型，原因是光学支部分对热移位
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的影响在高温下显得更为重要，据文献［16］，我们有

δE ( 3)
i = γi

T5
D

T( )
0

( e
珔hweff
kBT － 1) = γi

T5
D

T( )
0

( e
T0
T － 1) －1 ( 8)

γi = Σ
M
〈ψel

i c( T2M) ψel
j 〉

2 + 8Σ
M
〈ψel

i c( EM) ψel
j 〉

2

( Eel
i － Eel

j ) 2 － ( 珔hωeff )
2 ( Eel

i － Eel
j ){ +

Σ
M
〈ψel

i D( T2M) ψel
j }〉 1

120π3cρv5s
kB

珔( )h

4

， ( 9)

这里，γi 与温度无关，ωeff 为光学支的等效声子频率，我们可以从光学支的声子态密度谱上得到; T0≡
珔hωeff

kB
，

vs 定义为
3
v3s

= 2
v3t

+ 1
v3l

; 与 αi = αc
i + αd

i 相似，我们可以写出 γi = γc
i + γd

i ．

2． 3 锐线的热移位( R1 线与 R2 线) 从公式( 1) ～ ( 9) 看出，由电子 － 声子耦合引起的第 i 能级的热移

位可以写为: δE ( 1) + δE ( 2) + δE ( 3) ，即由 3 部分组成． 因此，R1 与 R2 线的热移位可以写为

ΔEcal ( R1 ) = ΔE ( 1) ( R1 ) + ΔE ( 2) ( R1 ) + ΔE ( 3) ( R1 ) ， ( 10)

ΔEcal ( R2 ) = ΔE ( 1) ( R2 ) + ΔE ( 2) ( R2 ) + ΔE ( 3) ( R2 ) ． ( 11)

这里，ΔE ( k) ( Ri ) = δE ( k) ( Ri 能级) － δE ( k) ( Gi 能级) ( k = 1 或 3; i = 1 或 2) ; δE ( 2) ( R1 ) = δE ( 2) ( R1 ) ，因

为 δE ( 2) ( G1 level) 比 δE ( 2) ( Gi level) ( i = 1，2) 小得多，所以在这里就不予考虑，G1 和 G2 分别代表 t342 A22珔A
和 t342 A22珔E 两个能级．

这样，从公式( 4) 到( 11) ，我们把 R1 和 R2 线的热移位用 Dij，α
c，αd，α，γc，γd，γ 表示出来，关键的问题

是如何确定这几个量，它们所得出的结果是否与实验结果符合得很好．
根据维格纳 － 艾卡定理，所有的〈ψel

i c( T2M) ψel
j〉，〈ψel

i c( EM) ψel
j〉，〈ψel

i D( T2M) ψel
j 〉都可以做

简化计算，采用不可约张量算符法，C( T2 ) ，C( E) 和 D( T2 ) 的所有 3 电子的约化矩阵元可以表达为 6 个单

电子 的 约 化 矩 阵 元 Yc ( ≡ 〈t2 C( D( T2 ) t2〉) ，Zc ( ≡ 〈t2 C( T2 ) e〉，Pc ( ≡ 〈t2 C( E) t2〉) ，Qc ( ≡
〈e C( E) e〉) ，Yd ( ≡〈t2 D( T2 ) t2〉) 和 Zd ( ≡〈t2 D( T2 ) e〉) 的函数．

Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 在低温下的 R 线中心处于 14 451 cm －1 ( 687． 2 nm) 处( 谱线半宽大约为 22 cm －1 ) ，

在高温时存在更高的发射线，谱线半宽增加到 29 cm －1 ． 较大的非均匀展宽是由于晶体中 A 格位的 Gd3 + 与

处于 B 格位的 Sc3 + 之间的阳离子反转造成的［4］，而这也导致了测量谱线增宽的温度相关性的难度很大．
尽管如此，文献［15］通过对 R1 和 R2 线的热移位情况的分析，仅对拉曼项做了拟合，得出了拟合参数值 α，

但是没有考虑光学支的部分的影响，因此 R1 线的拟合曲线和实验数据之间存在较大的误差．
本文根据文献［14］给出的该晶体在 T = 7 K 下的发射谱以及热移位数据，分析确定德拜温度为 TD =

550 K，并根据发射谱估计光学支等效温度为 T0 = 680 K． 为了减少参数的个数，将文献［20］得到的红宝石

的 4 个参数 Yc，Pc，Zc和 Qc 的值都乘上一个校正参数 Cb，作为 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 的相应参数，另外，将 Yd

和 Zd 作为 2 个独立的参数进行拟合． 这样，以低温常压下得到的能谱和波函数为基础，结合 3 个参数 Cb，

Yd，Zd 和热移位的实验数据，应用 Fortran 程序进行拟合计算，得到一组经过优化的参数值:

Cb = 0． 9，Yd = 1． 454 × 107 cm －1，Zd = － 9． 877 × 107 cm －1 ．
通过这组参数值，可以得到在 R 线的热移位中各个部分所做的贡献，见表 2，3． 将表 2，3 通过坐标作

图见图 1，通过表 2 和表 3 的数据以及图 1 可以看出，R2 线的拟合数据与实验值符合得较好，而 R1 线的拟

合数据与实验值差距较大，出现这种现象的原因在分析与讨论中说明．

3 分析与讨论

本文对 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 在低温常压下的部分能谱做了拟合计算，并对它的 R 线热移位做了理论计

算，得到了与实验符合得较好的结果，较好地解释了该晶体激光光谱的热效应． 但是，对比此前作者采用相
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表 2 R1 线的热移位及各个部分的贡献( cm －1 ) ［14 －15］

Tab． 2 The thermal shifts and the contribution of various parts for R1 line

T /K ΔEexpa ΔEca /c ΔE( 1) ΔE( 2) ( R2 －
2T1 ) ΔE( 2) ( R2 － R1 ) ΔE( 3)

90 － 3． 5 － 1． 7 － 0． 97 － 0． 75 0． 10 － 0． 07

120 － 8． 4 － 4． 8 － 2． 45 － 2． 12 0． 20 － 0． 46

150 － 14． 2 － 10． 0 － 4． 59 － 4． 26 0． 32 － 1． 44

180 － 20． 1 － 16． 9 － 7． 23 － 7． 02 0． 45 － 3． 11

210 － 27． 3 － 25． 3 － 10． 24 － 10． 24 0． 60 － 5． 42

240 － 32． 2 － 34． 8 － 13． 52 － 13． 82 0． 75 － 8． 30

270 － 40． 3 － 45． 4 － 17． 00 － 17． 66 0． 91 － 11． 64

表 3 R2 线的热移位及各个部分的贡献( cm －1 ) ［14 －15］

Tab． 3 The thermal shifts and the contribution of various parts for R2 line

T /K ΔEexpa ΔEca /c ΔE( 1) ΔE( 2) ( R2 －
2T1 ) ΔE( 2) ( R2 － R1 ) ΔE( 3)

90 － 1． 9 － 2． 4 － 1． 56 － 0． 82 － 0． 10 0． 04

120 － 5． 2 － 5． 9 － 3． 96 － 2． 10 － 0． 20 0． 26

150 － 11． 1 － 10． 7 － 7． 41 － 3． 84 － 0． 32 0． 83

180 － 16． 8 － 16． 2 － 11． 68 － 5． 86 － 0． 45 1． 78

210 － 22． 8 － 22． 1 － 16． 54 － 8． 05 － 0． 60 3． 11

240 － 27． 8 － 28． 2 － 21． 85 － 10． 36 － 0． 75 4． 75

270 － 35． 1 － 34． 5 － 27． 48 － 12． 72 － 0． 91 6． 67

图 1 R 线热移位的实验值与计算结果比较

Fig． 1 Data of the R line themal shifts from experiment and
calculation

似方法对 YGG∶ Cr3 + 的研究结果［21］，发现该晶体在

能级计算和热移位计算的精度上与 YGG∶ Cr3 + 存

在差异，其原因是 2 种晶体的结构有所不同． 针对

该晶体的特点，做如下分析:

( 1) 由于 Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 的 3 个发光中心

导致了 R 线构成的复杂性，文献中对这种现象的处

理也 各 不 相 同． 本 文 以 a 中 心 为 参 考，对

Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr
3 + 的能级做了计算和归属，并以此

为基础，计算了 R 线的热移位，计算结果基本能对

该晶体的光谱热移位性质作出解释．
( 2) 通过表 2，3 发现，当温度逐渐升高时，R

线热移位的影响因素中，光学支的地位越来越明

显，说明随着温度升高，电 － 声子耦合变得剧烈，对

中心离子的能级影响较大．
( 3) 比较温度相同时的 R1 和 R2 移位值发现，

R1 线的热移位值较大，说明 R1 线对温度更加敏

感，这也为改善该类激光器的稳定性提供了参考．
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Study on b － value distributions in Yunnan based on regional spatial scanning

LI Tao，WU Xiao-ping，WANG Ying
( Department of Geophysics，Yunnan University，Kunming 650091，China)

Abstract: The maximum － likelihood method is used for spatial scanning calculation of b － value． The pat-
terns of b － value distribution in different regions in Yunnan are obtained． Based on it，the characteristics of seis-
mic activity in Yunnan are analyzed． The results show that the b value in Yunnan is generally high in west and
low in east． Most of strong earthquakes occurred at the boundary of high and low b － value region． In addition，the
b values at the locations where strong earthquakes occurred are 0． 65—0． 75，which are smaller than the average
b － value 0． 818．

Key words: Yunnan; seismic b － value; spatial scanning
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Abstract: Based on diagonaling the complete energy matrix in a trigonally － distorted octahedron － field con-
structed from the strong field scheme and non － coupling trigonal bases，the energy spectra and wave functions of
Gd3Sc2Al3O12 ∶ Cr

3 + at low temperature and normal pressure are calculated． In the light of the wave function and
the thermal shifts of spectra，we have calculated and analyzed the R line＇s thermal shift and we have found that the
result is in agreement with the experimental data，which reveals the micro － mechanism of thermal shifts more pro-
foundly．

Key words: crystal field; energy spectrum; complete energy matrix; thermal shifts
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