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基于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼近的分数阶微积分数值算法
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摘要：基于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼近，建立关于分数阶积分与Ｃａｐｕｔｏ型分数阶微分的数值算法．对分数阶积分提出新
的计算格式，对Ｃａｐｕｔｏ型分数阶微分则推广了原有的数值方法，并分别给出相应的误差估计．最后，通过数值例子
说明了构造算法的有效性．
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　　分数阶微积分拥有长达３００多年的历史，但直
到近几十年才得到快速发展［１］．这主要是因为分数
阶能够比整数阶更好地刻画现实中的复杂模型，尤

其是对一些具有记忆与遗传性质的物质的刻画［２］．
不过也正因为分数阶微分的非局部性，导致了其数

值计算的困难．Ｄｉｅｔｈｅｌｍ等［３］总结了关于分数阶微

积分的几种常见的数值算法，本质上是利用函数的

线性插值来构造相应的数值公式．Ｙｕａｎ等［４］构造了

一种新的数值格式，这种格式能有效地避免因分数

阶微分的非局部性而引起的高计算复杂度．之后，
Ｄｉｅｔｈｅｌｍ［５］对该格式进行了改进，改进方法的主要思

想是把原问题转化为更易求解的积分问题，然后利

用 Ｇａｕｓｓ公式求解．为了得到更高阶的算法，
Ｍｉｙａｋｏｄａ等［６８］基于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式建立了一种
新数值格式，然而，他们仅讨论了分数阶微分

Ｄα０，ｔｆ（ｔ）在０＜α＜１时的情况．Ｌｉ等
［９］基于插值函

数，对分数阶微积分提出了几种新的有效数值算法．
关于分数阶偏微分方程的有限元方法可参见文献

［１０１２］，其中文献［１１］是关于分数阶偏微分方程间
断有限元方法的早期工作，文献［１２］是关于分数阶
超扩散问题有限元方法的早期工作．

本工作基于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼近建立了高阶
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的分数阶积分与 Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数的数值算法，
推广了文献［６８］中α的应用范围．

下面，首先给出２个相关的基本定义．
定义１　关于函数 ｆ（ｔ）分数阶积分的定义

如下：

　Ｊαａ，ｔｆ（ｔ）＝
１
Γ（α）∫

ｔ

ａ
（ｔ－τ）α－１ｆ（τ）ｄτ，α＞０．　（１）

　　定义２　关于函数ｆ（ｔ）的Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数
的定义如下：

ＣＤαａ，ｔｆ（ｔ）＝
１

Γ（ｍ－α）∫
ｔ

ａ
（ｔ－τ）ｍ－α－１ｆ（ｍ）（τ）ｄτ，

　　ｔ＞ａ，ｍ－１＜α＜ｍ∈Ｚ＋． （２）

１　分数阶微积分数值算法的建立
为了简便起见，对式（１）和（２）仅考虑ａ＝０及

０≤ｔ≤１时的情况，其中对式（２）只讨论 ｍ＝２时的
情况（ｍ＝１时的情况可参见文献［７８］）．
１．１　分数阶积分数值算法

利用移位Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式Ｔｋ（２ｔ－１）对式（１）
中的ｆ（ｔ）进行逼近［７８］，有

ｆ（ｔ）≈ｐｎ（ｔ）＝
ａ０
２＋∑

ｎ

ｋ＝１
ａｋＴｋ（２ｔ－１），

　　０≤ｔ≤１， （３）
式中，

ａｋ ＝
δｋ
ｎ ｆ（ｔ０）＋ｆ（ｔｎ）ｃｏｓ（ｋπ）＋２∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｆ（ｔｉ）ｃｏｓ

ｉｋπ( ){ }ｎ
，

δｋ ＝１，ｋ＝０，１，…，ｎ－１，δｎ ＝０．５， （４）
其中插值节点为

ｔｉ＝
１＋ｃｏｓｉπ( )ｎ

２ ．

　　Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式 Ｔｋ（ｘ）可用如下递归公式
得到：

Ｔ０（ｘ）＝１，
Ｔ１（ｘ）＝ｘ，
Ｔｎ＋１（ｘ）＝２ｘＴｎ（ｘ）－Ｔｎ－１（ｘ）．

将式（３）代入式（１），有
Ｊα０，ｔｆ（ｔ）≈Ｊα０，ｔｐｎ（ｔ）＝　　　　　　

　　　 １
Γ（α）∫

ｔ

０
（ｔ－τ）α－１ｐｎ（τ）ｄτ． （５）

为了得到式（５）的具体表示，给出下面的引理．
引理１　记ｐｎ为式（３）的ｎ次多项式，则存在相

应的阶数为ｎ的多项式Ｌｎ，满足

∫
ｔ

ｘ
（ｐｎ（ｔ）－ｐｎ（τ））（ｔ－τ）α

－１ｄτ＝

（Ｌｎ（ｔ）－Ｌｎ（ｘ））（ｔ－ｘ）α． （６）
　　证明　对ｐｎ（τ）在ｔ处Ｔａｙｌｏｒ展开，有

∫
ｔ

ｘ
（ｐｎ（ｔ）－ｐｎ（τ））（ｔ－τ）α

－１ｄτ＝

　∫
ｔ(ｘ ｐｎ（ｔ） (－ ｐｎ（ｔ）＋（τ－ｔ）ｐ′ｎ（ｔ）＋… ＋

　（τ－ｔ）
ｎ

ｎ！ ｐ（ｎ）ｎ （ｔ ) )） （ｔ－τ）α－１ｄτ＝

　∫
ｔ

ｘ∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ（ｔ）（ｔ－τ）

ｉ（ｔ－τ）α－１ｄτ＝

　（ｔ－ｘ）α∑
ｎ

ｉ＝１
Ａｉ（ｔ）

（ｔ－ｘ）ｉ

α＋ｉ
，

式中，取Ｌｎ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
Ａｉ（ｔ）

（ｔ－ｘ）ｉ

α＋ｉ
，即可得证．

首先，在引理１中取ｘ＝０并对其化简，得到

∫
ｔ

０
ｐｎ（τ）（ｔ－τ）α

－１ｄτ＝　　　　

ｔα ｐｎ（ｔ）
α
－Ｌｎ（ｔ）＋Ｌｎ（０( )）． （７）

然后，式（６）两边同时对ｘ求导，整理，有
ｐｎ（ｔ）－ｐｎ（ｘ）＝Ｌ′ｎ（ｘ）（ｔ－ｘ）＋
（Ｌｎ（ｔ）－Ｌｎ（ｘ））α．　　　 （８）

不妨设Ｌ′ｎ（ｘ）＝
ｂ０
２＋∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｂｉＴｉ（２ｘ－１），０≤ｘ≤１，对

该式两边同时在［ｘ，ｔ］上求积，整理，得
Ｌｎ（ｔ）－Ｌｎ（ｘ）＝

　∑
ｎ

ｉ＝１

ｂｉ－１－ｂｉ＋１
４ｉ （Ｔｉ（２ｔ－１）－Ｔｉ（２ｘ－１）），

ｂｎ＋１ ＝ｂｎ ＝０． （９）
由式（７）可知

（２ｘ－１）Ｌ′ｎ（ｘ）＝
ｂ１
２＋　　　　　

１
２∑
ｎ－１

ｉ＝１
（ｂｉ＋１＋ｂｉ－１）Ｔｉ（２ｘ－１）， （１０）

从而

Ｌ′ｎ（ｘ）（ｔ－ｘ）＝
（２ｔ－１）ｂ０－ｂ１

４ ＋　　　　　　

　 １
４∑
ｎ－１

ｉ＝１
（２（２ｔ－１）ｂｉ－ｂｉ＋１－ｂｉ－１）Ｔｉ（２ｘ－１）．　（１１）

将式（３），（９）及（１１）代入式（８），得

∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉ（Ｔｉ（２ｔ－１）－Ｔｉ（２ｘ－１））＝

（２ｔ－１）ｂ０－ｂ１
４ ＋

　 １４∑
ｎ－１

ｉ＝１
（２（２ｔ－１）ｂｉ－ｂｉ＋１－ｂｉ－１）Ｔｉ（２ｘ－１）＋

９４
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　α∑
ｎ

ｉ＝１

ｂｉ－１－ｂｉ＋１
４ｉ （Ｔｉ（２ｔ－１）－Ｔｉ（２ｘ－１））．　（１２）

注意到，只需知道式（９）中 ｂｉ的值便可以推导出分
数阶积分的数值表达式，因此，对比式（１２）中左右
两边Ｔｉ（２ｘ－１）（ｉ＝１，２，…，ｎ）前的系数，并整理，
得到

４ａｉ＝ １－α( )ｉｂｉ＋１－２（２ｔ－１）ｂｉ＋ １＋α( )ｉｂｉ－１，
ｉ＝１，２，…，ｎ，ｂｎ＋１ ＝ｂｎ ＝０．　　　 （１３）

综上，可得到关于分数阶积分（１）的数值算法如下：

Ｊα０，ｔｆ（ｔ）≈
ｔα

Γ（α）
１
α
ａ０
２＋∑

ｎ

ｋ＝１
ａｋＴｋ（２ｔ－１( )）{ －

∑
ｎ

ｋ＝１

ｂｋ－１－ｂｋ＋１
４ｋ （Ｔｋ（２ｔ－１）－Ｔｋ（－１ }）），　（１４）

式中，α＞０，ｔ∈［０，１］，而ａｋ及ｂｋ可分别由式（４）和
（１３）得到．
１．２　Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数的数值算法

下面主要讨论式（２）中１＜α＜２时的情况，对
于０＜α＜１时的情况可参见文献［７］．

类似于分数阶积分数值算法的讨论，仍利用移

位Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式对ｆ（ｔ）进行逼近

ＣＤα０，ｔｆ（ｔ）≈ＣＤα０，ｔｐｎ（ｔ）＝

１
Γ（２－α）∫

ｔ

０
（ｔ－τ）１－αｐ（２）ｎ （τ）ｄτ，

１＜α＜２， （１５）
式中，ｐｎ可由式（３）得到．下面给出一个引理，其证
明过程类似引理１，这里不再赘述．

引理２　记ｐ（２）ｎ 为式（１５）的ｎ－２次多项式，则
存在相应阶数为ｎ－２的多项式Ｌｎ－２满足

∫
ｔ

ｘ
（ｐ（２）ｎ （ｔ）－ｐ

（２）
ｎ （τ））（ｔ－τ）

１－αｄτ＝

（Ｌｎ－２（ｔ）－Ｌｎ－２（ｘ））（ｔ－ｘ）
２－α． （１６）

令ｘ＝０，并化简，得

∫
ｔ

０
（ｔ－τ）１－αｐ（２）ｎ （τ）ｄτ＝　　　　　　　

ｐ（２）ｎ （ｔ）
２－α

－Ｌｎ－２（ｔ）＋Ｌｎ－２（０( )）ｔ２－α．
因此，由式（１５）可以进一步得到

ＣＤα０，ｔｆ（ｔ）≈ＣＤα０，ｔｐｎ（ｔ）＝
ｔ２－α

Γ（２－α）
·　

ｐ（２）ｎ （ｔ）
２－α

－Ｌｎ－２（ｔ）＋Ｌｎ－２（０( )）． （１７）

为了得到式（１７）右端的具体表示，首先在式（１６）两
边同时对ｘ求导，整理后，得

ｐ（２）ｎ （ｔ）－ｐ
（２）
ｎ （ｘ）＝Ｌ′ｎ－２（ｘ）（ｔ－ｘ）＋

（２－α）（Ｌｎ－２（ｔ）－Ｌｎ－２（ｘ））． （１８）

不妨设Ｌ′ｎ－２（ｘ）＝
ｂ０
２＋∑

ｎ－３

ｉ＝１
ｂｉＴｉ（２ｘ－１），０≤ｘ≤１．

则对此式两边同时在［ｘ，ｔ］上求积，有

Ｌｎ－２（ｔ）－Ｌｎ－２（ｘ）＝∑
ｎ－２

ｉ＝１

ｂｉ－１－ｂｉ＋１
４ｉ ·

（Ｔｉ（２ｔ－１）－Ｔｉ（２ｘ－１））． （１９）
然后，结合式（１０），有

Ｌ′ｎ－２（ｘ）（ｔ－ｘ）＝Ｌ′ｎ－２（ｘ）
（２ｔ－１）－（２ｘ－１）

２ ＝

　
（２ｔ－１）ｂ０－ｂ１

４ ＋１４∑
ｎ－３

ｉ＝１
（２（２ｔ－１）ｂｉ－

　ｂｉ＋１－ｂｉ－１）Ｔｉ（２ｘ－１）． （２０）

另外，记 ｐ′ｎ（ｘ）＝
ｃ０
２＋∑

ｎ－１

ｋ＝１
ｃｋＴｋ（２ｘ－１），ｐ″ｎ（ｘ）＝

ｄ０
２＋∑

ｎ－２

ｋ＝１
ｄｋＴｋ（２ｘ－１），则由文献［７］可知，ａｋ，ｃｋ，ｄｋ

有如下关系：

ｃｋ－１ ＝ｃｋ＋１＋４ｋａｋ，
　ｋ＝ｎ，ｎ－１，…，１，ｃｎ＋１ ＝ｃｎ ＝０，
ｄｋ－１＝ｄｋ＋１＋４ｋｃｋ，
　ｋ＝ｎ－１，ｎ－２，…，１，ｄｎ ＝ｄｎ－１＝０










．

（２１）

为了确定式（１９）中的 ｂｉ，把式（１９）和（２０）代入式
（１８），并整理，得

∑
ｎ－２

ｋ＝１
ｄｋ（Ｔｋ（２ｔ－１）－Ｔｋ（２ｘ－１））＝

（２ｔ－１）ｂ０－ｂ１
４ ＋

　 １４∑
ｎ－３

ｉ＝１
（２（２ｔ－１）ｂｉ－ｂｉ＋１－ｂｉ－１）Ｔｉ（２ｘ－１）＋

　（２－α）∑
ｎ－２

ｋ＝１

ｂｋ－１－ｂｋ＋１
４ｋ （Ｔｋ（２ｔ－１）－Ｔｋ（２ｘ－１））．

由于只需知道式（１９）中的ｂｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ－２，则对
比上式两边Ｔｋ（２ｘ－１）前的系数，整理，于是得到

４ｄｋ ＝－２（２ｔ－１）ｂｋ＋１－
２－α( )ｋ

ｂｋ＋１＋１＋
２－α( )ｋ

ｂｋ－１，

　ｋ＝１，２，…，ｎ－２，ｂｎ－１ ＝ｂｎ－２ ＝０． （２２）
综上，得到Ｃａｐｕｔｏ型的分数阶导数的数值算法如下：

ＣＤα０，ｔｆ（ｔ）≈
ｔ２－α

Γ（２－α {） １
２－α

ｄ０
２＋∑

ｎ－２

ｋ＝１
ｄｋＴｋ（２ｔ－１( )）－

　∑
ｎ－２

ｋ＝１

ｂｋ－１－ｂｋ＋１
４ｋ （Ｔｋ（２ｔ－１）－Ｔｋ（－１ }）） ，　（２３）

式中，α∈（１，２），ｔ∈［０，１］，而 ｄｋ，ｂｋ分别由式（２１）
和（２２）决定．

我们在建立数值算法（式（２３））时发现，对于 α
可进一步推广至α＞２时的情况，这里不再重述其推

０５
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导过程．

２　误差分析
下面依次给出式（５）和（１５）的误差分析．由文

献［７，１３］可以得到
Ｅｎ（ｔ）＝ｆ（ｔ）－ｐｎ（ｔ）＝
Ｔｎ＋１（２ｔ－１）－Ｔｎ－１（２ｔ－１）

２πｉ
·

∮Ｃｒ
ｆ（ｚ）ｄｚ

（ｚ－ｔ）（Ｔｎ＋１（２ｚ－１）－Ｔｎ－１（２ｚ－１））
，　（２４）

式中，Ｃｒ：ｚ＝
ｗ＋ｗ－１＋２

４ ，ｗ＝ｒｅｉθ，１＜ｒ＜∞，０≤θ≤

２π．以下总假设ｆ（ｔ）在复数平面中的椭圆区域Ｃｒ中
解析，并且［０，１］包含在Ｃｒ中．

下面给出式（５）的一致有界性，即其与 ｔ在区间
［０，１］的取值无关．

引理３　基于Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式ｐｎ（ｔ）逼近的分
数阶积分的数值算法是一致有界的，即

Ｊα０，ｔｆ（ｔ）－Ｊα０，ｔｐｎ（ｔ）≤
２Ｍｎ

Γ（α＋１）
， （２５）

式中，

Ｍｎ＝ｍａｘ０≤ｔ≤１

１
２πｉ{ ·

∮Ｃｒ ｆ（ｚ）ｄｚ
（ｚ－ｔ）（Ｔｎ＋１（２ｚ－１）－Ｔｎ－１（２ｚ－１

}））
，α＞０．

　　证明　注意到，｜Ｔｎ＋１（２ｔ－１）－Ｔｎ－１（２ｔ－１）｜≤
２，故｜ｆ（ｔ）－ｐｎ（ｔ）｜≤２Ｍｎ，从而结合式（５），有

Ｊα０，ｔｆ（ｔ）－Ｊα０，ｔｐｎ（ｔ）≤

　２Ｍｎ
１
Γ（α）∫

ｔ

０
（ｔ－τ）α－１ｄτ≤

２Ｍｎ
Γ（α＋１）

．

　　定理１　假设 ｆ（ｚ）在 Ｃｒ上解析，则基于
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式ｐｎ（ｔ）逼近的分数阶积分的数值算
法有如下误差估计：

Ｊα０，ｔｆ（ｔ）－Ｊα０，ｔｐｎ（ｔ）≤

　 ４Ｍｒ
Γ（α＋１）（ｒ－１）２（ｒｎ－ｒ－ｎ）

＝Ｏ（ｒ－ｎ），

式中，Ｍ＝ｍａｘ
ｚ∈Ｃｒ
｜ｆ（ｚ）｜，ｒ为大于１的常数．

证明 　 由于 ｚ＝ｗ＋ｗ
－１＋２
４ ，且 Ｔｎ（ｘ）＝

（ｘ－ ｘ２槡 －１）ｎ＋（ｘ＋ ｘ２槡 －１）ｎ
２ ，所以

Ｔｎ（２ｚ－１）＝Ｔｎ
ｗ＋ｗ－１( )２

＝ｗ
－ｎ＋ｗｎ
２ ．

结合引理３，有

Ｊα０，ｔｆ（ｔ）－Ｊα０，ｔｐｎ（ｔ）≤
２Ｍｎ

Γ（α＋１）
＝

　　 ２
Γ（α＋１）

ｍａｘ
０≤ｔ≤１

１
２πｉ{ ·

　　∮｜ｗ｜＝ｒ ｆ（ｚ）（ｚ－ｔ）
２

（ｗｎ－ｗ－ｎ）（ｗ－ｗ－１）
·

　　１－ｗ
－２

４ ｄ }ｗ ≤ ２
Γ（α＋１）

１
４π∮｜ｗ｜＝ｒ ４ｒＭ

（ｒ－１）２
·

　　 １
（ｒｎ－ｒ－ｎ）ｒ

｜ｄｗ｜＝

　　 ４Ｍｒ
Γ（α＋１）（ｒ－１）２（ｒｎ－ｒ－ｎ）

＝Ｏ（ｒ－ｎ）．

　　最后，给出式（１５）的误差估计．为了讨论的方
便，记

Ａｎ＋１（ｔ）＝Ｔｎ＋１（２ｔ－１）－Ｔｎ－１（２ｔ－１），

Ｂｎ（ｔ）＝
１
２πｉ∮Ｃｒ

ｆ（ｚ）ｄｚ
（ｚ－ｔ）Ａｎ＋１（ｚ）

．

这样，式（２４）可写成
Ｅｎ（ｔ）＝ｆ（ｔ）－ｐｎ（ｔ）＝Ａｎ＋１（ｔ）Ｂｎ（ｔ）．

　　下面给出一个引理．
引理４　基于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式 ｐｎ（ｔ）逼近的

Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数的数值算法是一致有界的，即

ＣＤα０，ｔｆ（ｔ）－ＣＤα０，ｔｐｎ（ｔ）≤
１

Γ（３－α）
（８ｎ２Ｍ０，ｎ＋

１６ｎ（Ｍ０，ｎ＋Ｍ１，ｎ）＋２（８Ｍ０，ｎ＋Ｍ２，ｎ）），　（２６）
式中，

Ｍ０，ｎ ＝ｍａｘ０≤ｔ≤１
Ｂｎ（ｔ），Ｍ１，ｎ ＝ｍａｘ０≤ｔ≤１

Ｂ′ｎ（ｔ），

Ｍ２，ｎ ＝ｍａｘ０≤ｔ≤１
Ｂ″ｎ（ｔ），１＜α＜２．

　　证明　由于Ｅ″ｎ（ｔ）＝Ａ″ｎ＋１（ｔ）Ｂｎ（ｔ）＋２Ａ′ｎ＋１（ｔ）·
Ｂ′ｎ（ｔ）＋Ａｎ＋１Ｂ″ｎ（ｔ），另外，根据 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式的
相关性质，可以得到如下估计：

Ａｎ＋１（ｔ）≤２，

Ａ′ｎ＋１（ｔ）≤８ｎ，

Ａ″ｎ＋１（ｔ）≤８（ｎ
２＋２ｎ＋２）．

因此，

ＣＤα０，ｔｆ（ｔ）－ＣＤα０，ｔｐｎ（ｔ）≤
１

Γ（２－α）
（Ａ″ｎ＋１（ｔ）Ｍ０，ｎ＋

　　２Ａ′ｎ＋１（ｔ）Ｍ１，ｎ＋ Ａｎ＋１ Ｍ２，ｎ）∫
ｔ

０
（ｔ－τ）１－αｄτ≤

　　 ｔ２－α

Γ（３－α）
（８ｎ２Ｍ０，ｎ＋１６ｎ（Ｍ０，ｎ＋Ｍ１，ｎ）＋

　　２（８Ｍ０，ｎ＋Ｍ２，ｎ））≤
１

Γ（３－α）
（８ｎ２Ｍ０，ｎ＋

　　１６ｎ（Ｍ０，ｎ＋Ｍ１，ｎ）＋２（８Ｍ０，ｎ＋Ｍ２，ｎ））．

１５
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　　定理 ２　假设 ｆ（ｚ）在 Ｃｒ上解析，则基于
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式 ｐｎ（ｔ）逼近的 Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导
数的数值算法有如下误差估计：

ＣＤα０，ｔｆ（ｔ）－ＣＤα０，ｔｐｎ（ｔ）≤
Ｍ

Γ（３－α）
（１６ｒ（ｒ－１）４ｎ２＋

　（３２ｒ（ｒ－１）４＋１２８ｒ２（ｒ－１）２）ｎ＋３２ｒ（ｒ－１）４＋
　１２８ｒ３）／（（ｒ－１）６（ｒｎ－ｒ－ｎ））＝Ｏ（ｎ２ｒ－ｎ），
式中，Ｍ＝ｍａｘ

ｚ∈Ｃｒ
｜ｆ（ｚ）｜，ｒ为大于１的常数，１＜α＜２．

证明　由定理１的证明过程易得

Ｂｎ（ｔ）＝
１
４πｉ∮｜ｗ｜＝ｒ ｆ（ｚ）ｄｗ

（ｚ－ｔ）（ｗｎ－ｗ－ｎ）ｗ
，

且

Ｍ０，ｎ≤
２ｒＭ

（ｒ－１）２（ｒｎ－ｒ－ｎ）
， （２７）

从而有

Ｂ′ｎ（ｔ）＝
１
４πｉ∮｜ｗ｜＝ｒ ｆ（ｚ）ｄｗ

（ｚ－ｔ）２（ｗｎ－ｗ－ｎ）ｗ
，

Ｂ″ｎ（ｔ）＝
１
２πｉ∮｜ｗ｜＝ｒ ｆ（ｚ）ｄｗ

（ｚ－ｔ）３（ｗｎ－ｗ－ｎ）ｗ
．

对上式进行估计，有

Ｍ１，ｎ≤
８ｒ２Ｍ

（ｒ－１）４（ｒｎ－ｒ－ｎ）
， （２８）

Ｍ２，ｎ≤
４３ｒ３Ｍ

（ｒ－１）６（ｒｎ－ｒ－ｎ）
． （２９）

因此，把式（２７）～（２９）代入引理４中的式（２６），整
理，即可证明．

定理１及定理２中的“Ｏ”表示当 ｎ趋向无穷大
时，数值算法误差的收敛速度的快慢．容易看出，本
工作提出的基于 Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼近建立的分数
阶积分数值算法（式（１４））及 Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数
数值算法（式（２３））具有较快的收敛速度．

３　数值算例
设ｆ（ｔ）＝ｔβ，则

Ｊα０，ｔｔβ ＝
Γ（β＋１）
Γ（α＋β＋１）

ｔα＋β，

ＣＤα０，ｔｔβ ＝
Γ（β＋１）
Γ（β－α＋１）

ｔβ－α．

在式（１４）中取β＝４，在式（２３）中取β＝５，则可分别
得到对应的 ｎ的分数阶积分及 Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导
数的数值解，同时，将它们与文献［３］中的线性插值
方法相比较．

从表１和表２中的误差结果可以发现，对本算
例而言，在分数阶积分的数值格式中，ｎ＝４时的收
敛速度要比ｎ＝２时好得多；而在分数阶微分的数值
格式中，ｎ＝８时的收敛速度要比 ｎ＝４时好得多．对
于其他情况，则可根据相应的 ｆ（ｔ）来变动 ｎ值．此
外，通过对比２种不同的计算方法的数值结果可知，
本工作建立的分数阶积分及 Ｃａｐｕｔｏ型分数阶导数
的数值算法，即式（１４）与（２３），它们的收敛速度均
高于文献［３］中所提及的线性插值方法，且推广了
文献［７］中的数值方法．

表１　［Ｊα０，ｔｔ
４］ ｔ＝１的绝对误差

Ｔａｂｌｅ１　Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆ［Ｊα０，ｔｔ
４］ ｔ＝１

α
绝对误差

线性插值法［３］

ｎ＝２ ｎ＝４
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼近法（式（１４））
ｎ＝２ ｎ＝４

０．２ ６．８１０９６９Ｅ－００２ ２．２２６０８８Ｅ－００２ ２．６５２０８９Ｅ－００２ ３．３３０６６９Ｅ－０１６
０．６ １．０１３３５１Ｅ－００１ ２．８６８８１０Ｅ－００２ ２．７０９８２０Ｅ－００２ ２．２２０４４６Ｅ－０１６
１．４ ５．３４９３２７Ｅ－００２ １．２７２１４１Ｅ－００２ ５．９２９４０１Ｅ－００３ １．２４９００１Ｅ－０１６
１．８ ３．１８３０４１Ｅ－００２ ７．２７０４９３Ｅ－００３ １．１８８８７０Ｅ－００２ ２．０８１６６８Ｅ－０１７

表２　［ＣＤα０，ｔｔ
５］ ｔ＝１的绝对误差

Ｔａｂｌｅ２　Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆ［ＣＤα０，ｔｔ
５］ ｔ＝１

α
绝对误差

线性插值法［３］

ｎ＝４ ｎ＝８
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式逼近法（式（２３））
ｎ＝４ ｎ＝８

１．２ ３．６００２７０Ｅ－００１ ９．１４７０８４Ｅ－００２ ７．４３３６２６Ｅ－００２ ８．８８１７８４Ｅ－０１６
１．４ ３．９１２３１１Ｅ－００１ １．０２００４９Ｅ－００１ ２．０５３６１４Ｅ－００１ １．０６５８１４Ｅ－０１４
１．６ ３．８０２５２７Ｅ－００１ １．０３０２５０Ｅ－００１ ４．２７３８３２Ｅ－００１ １．０６５８１４Ｅ－０１４
１．８ ２．７８７４３０Ｅ－００１ ７．９６４１６６Ｅ－００２ ７．９２０９０５Ｅ－００１ ２．４８６９００Ｅ－０１４
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