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卸载状态下深埋黏土层冻结壁与周围土体共同
作用理论研究

刘　 波,宋常军,李　 涛,于　 飞

(中国矿业大学(北京) 力学与建筑工程学院,北京　 100083)

摘　 要:根据 Mises 屈服准则、冻土的流变理论及偏张量虎克定律,推导出了卸载状态下考虑冻结

壁-周围土体共同作用的非线性黏弹塑性冻结壁的应力场和位移场的解析表达式,并得到了冻结

壁外载和接触应力的计算公式以及确定黏塑性区大小的方程。 结合工程实例,分析了冻结壁外荷

载、接触应力、黏塑区、径向位移的发展规律,得到:① 冻结壁承受的土体压力小于土体的原始水平

应力;② 地压较大时冻结壁开始产生黏塑区和黏塑区扩展到外部边界的时间极短;③ 黏塑区范围

越大,径向位移随时间的变化越剧烈,黏塑性变形是导致冻结管断裂的主要原因。 该模型能更好地

反映冻结壁力学性质的本质。
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Interaction mechanism of deep-buried frozen soil wall and surrounding
earth mass in excavation unloaded state

LIU Bo,SONG Chang-jun,LI Tao,YU Fei

(School of Mechanics and Civil Engineering,China University of Mining and Technology (Beijing),Beijing　 100083,China)

Abstract:Based on Mises yield criterion,rheological theory of frozen soils and Hooke’ s law of deviatoric tensor of
equivalent stress-equivalent strain,the analytical formula of stress field and displacement field of nonlinear viscoelasto-
plastic frozen wall under the interaction of frozen wall and surrounding earth mass in unloaded state were derived. The
formulas for load of frozen soil wall and contact stress were also obtained. The equation of the visco-plastic zone was al-
so deduced and presented. Combined with engineering case,the developing of frozen soil’s load,contact stress,visco-
plastic zone and radial displacement were analyzed. The results can be derived as below:① The load of frozen wall is
less than the virgin horizontal earth pressure. ② The time that visco-plastic zone appears and extends to the external
border of frozen wall is very short. ③ The change of radial displacement with time is more intense with lager visco-
plastic zone. The visco-plastic deformation is the important reason that leads to the rupture of the frozen pipes. This an-
alytical model can better reflect the nature of mechanical properties of frozen wall.
Key words:unloaded state;deep-buried frozen wall;viscoelasto-plastic;interaction;rheological property of frozen soils

　 　 在我国能源结构中,煤炭占 70% 以上。 当地质

条件好的煤田已大量开发,但煤炭产量仍不能满足经

济发展的需要时,就不得不在地质条件复杂的深厚表

土层中建设矿井、开采煤炭[1-2]。 在传统的冻结壁设

计理论中,如无限长厚壁圆筒静态理论、动态理论和

有限长厚壁圆筒准动态理论,一般都假设冻结壁上的

外荷载为土体的原始水平压力值[1,3-7](一般采用重

液公式 p=0． 013H 计算),都没有考虑冻结壁的卸载
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状态[8-11]及冻结壁与周围未冻土的共同作用。 这实

际上是将冻结壁看作外部受恒定荷载的厚壁圆筒,与
卸载状态下冻结壁与周围未冻土共同作用机理不符。
因此,对深厚表土下冻结壁的研究,考虑卸载状态和

其与周围未冻土的共同作用是需研究的重要

问题。 　
国内外学者就冻结壁的研究成果较多。 如文献

[12-13]通过数值计算分析了有限段高内冻结壁的

变形规律;文献[8-9]考虑了冻结壁为弹塑性阶段卸

载状态下冻结壁与周围未冻土的共同作用;文献

[10]考虑了卸载状态下弹黏性体冻结壁和周围未冻

土的共同作用,通过理论分析和数值模拟得到了深埋

冻结壁的变形特性。 由于地层的差异性及冻结工程

自身的复杂性,在理论研究方面,目前基于冻土的黏

弹塑性蠕变特性以及考虑冻结壁与周围未冻土的共

同作用的研究不足,现有研究成果仍难以满足实际工

程的需求。 因此,本文在同时考虑卸载条件和冻结壁

与周围土体共同作用的情况下,通过对黏弹塑性冻结

壁进行理论求解,推导出了冻结壁的应力场、位移场、
冻结壁外荷载和接触应力的解析解,并结合工程实例

分析了冻结壁外荷载、接触应力、黏塑区半径、径向位

移随时间的变化规律。

1　 冻结壁与周围未冻土的理论分析

1． 1　 “卸载状态下冻结壁与土层共同作用”的基本

思想

　 　 冻结壁是在原始地应力场土体中形成的,其内部

土体的开挖解除了冻结壁内表面上的原始地应力场,
由于原始地应力场引起的应力场和位移场在其内部

土体开挖前已经形成,所以冻结壁的变形仅是由卸载

过程中的解除应力场引起的。 因此,在工程意义上可

不考虑原始应力场对冻结壁的应力-应变状态的影

响,只考虑解除应力场的作用。 为了便于确定解除应

力场,考虑冻结壁与周围未冻土的共同作用,以作用

在外围无限土体外边界上的等效荷载来代替冻结壁

内表面上的解除应力,对于平面应变问题,等效荷

载[8-9]由下式表示。

peq = p
2(1 - μ0)

(1)

式中,p 为土体的原始水平应力,一般根据重液公式

p=0． 013H 计算;μ0 为土体的泊松比。
1． 2　 冻结壁与周围未冻土的力学模型

将冻结壁和周围未冻土均看成是均质、连续的无

限长厚壁圆筒,作为轴对称平面应变问题来处理。 假

设周围未冻土为各向同性弹性体,弹性模量 E0,剪切

模量 G0,泊松比 μ0。 根据冻结壁内各点应力状态和

应力水平的不同,将冻结壁划分成 2 个区域。 内侧为

黏塑区,考虑冻土强度随时间不断弱化的特性;外侧

为黏弹区,按流变力学理论进行分析。 周围未冻土无

限远处边界 L¥( r= r¥)有等效荷载 peq;冻结壁和周围

未冻土的交界面 L1( r = r1)有外荷载 p1;冻结壁的黏

弹区和黏塑区交界面 L2( r = r2)有接触应力 p2;冻结

壁内表面 L0( r= r0)有 p0 =0。 冻结壁的力学模型如图

1 所示。

图 1　 冻结壁与周围未冻土共同作用力学模型

Fig． 1　 Mechanical model of interaction of frozen
soil wall and surrounding earth mass

1． 3　 周围未冻土弹性区

周围未冻土可看成内外受均布压力的轴对称弹

性厚壁圆筒,按平面应变问题来计算其径向应力和环

向应力[10-11,13,15-17]:

σUF
r = 1 - r21

r2
æ

è

ö

ø
peq + p1

r21
r2

(2)

σUF
θ = 1 + r21

r2
æ

è

ö

ø
peq - p1

r21
r2

(3)

　 　 根据广义 Hooke 定律有

εz =
1
E
[σz - μ0(σr + σθ)],其中 εz = 0,则有

σUF
z = μ0(σr + σθ) (4)

　 　 将式(2),(3)代入式(4),得
σUF

z = 2μ0peq (5)
　 　 可见周围未冻土的轴向应力与其泊松比和等效

荷载有关,成正比关系。
在冻结壁和周围未冻土交界面 L1( r = r1)上土体

的应力场和位移场有

σUF
r(L1)

= p1

σUF
θ(L1)

= 2peq - p1

σUF
z(L1)

= 2μ0peq

ì

î

í (6)
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1． 4　 冻结壁黏塑区的应力分布

冻结壁黏塑区的屈服条件采用 Mises 屈服准则,
为了保证冻结壁结构的安全,取冻土的长期强度作为

计算的指标。

σVP
θ - σVP

r = 2
3
σt (8)

式中,σt 为冻土的长期强度,可用式(9)来表示。

σt =
H

ln( t / T)
(9)

式中,t 为荷载作用时间;H,T 为试验参数。
将式(8)代入平衡方程:

dσVP
r

dr
+ σVP

r - σVP
θ

r
= 0 (10)

　 　 并利用边界条件 σVP
r r = r0

= p0 = 0, 联立式(9)可
得到冻结壁黏塑区的应力场为

σVP
r = 2

3
H

ln( t / T)
ln( r / r0)

σVP
θ = 2

3
H

ln( t / T)
[1 + ln( r / r0)]

σVP
z = 1

3
H

ln( t / T)
[1 + 2ln( r / r0)]

ì

î

í (11)

　 　 在冻结壁黏塑区和黏弹区交界面 L2( r = r2)上的

应力场为

σVP
r(L2)

= 2
3

H
ln( t / T)

ln( r2 / r0)

σVP
θ(L2)

= 2
3

H
ln( t / T)

[1 + ln( r2 / r0)]

σVP
z(L2)

= 1
3

H
ln( t / T)

[1 + 2ln( r2 / r0)]

ì

î

í (12)

1． 5　 冻结壁黏弹区的应力分布和位移场

在开挖卸载过程中,冻结壁与周围土体交界面处

所受的外荷载,是由于周围未冻土阻止了冻结壁位移

而产生的,冻结壁位移是随时间而变化的,所以冻结

壁的外荷载 p1 并非固定不变的,而是随时间变化的。
因此,在冻结壁的黏弹性分析中应考虑冻结壁的流变

特性, 而不是考虑冻结壁在恒载作用下的蠕变

特性。 　
在冻结壁的黏弹区,将其看成内、外半径分别为

r2,r1,承受内、外压分别为 p2,p1 的无限长厚壁筒,根
据应力-应变偏张量表示的虎克定律和流态方程来

分析其应力场和位移场。
在复杂应力状态下,冻土流变特性可由统一的流

态方程[15-20]来描述:
εi = A(θ)σB

i tC (13)

式中,εi 为等效应变(应变强度);σi 为等效应力(应
力强度);A(θ),B,C 为试验参数;θ 为温度。

应力应变关系采用等效应力-应变表示的偏张

量虎克定律:

εij =
3εi

2σi
Sij (14)

式中,εij 为应变张量;Sij 为应力偏张量。
在三向应力状态下,冻黏土的体积变形近似为

0,可忽略不计,即 εm =0,则式(14)可表示为

eij =
3εi

2σi
Sij (15)

式中,eij 为应变偏张量。
将式(13)代入式(15)得

eij =
3
2
ε1- 1

B
i A(θ)

1
B t

C
B Sij (16)

　 　 式(16)的一般形式为

εr =
3
2
ε1- 1

B
i A(θ)

1
B t

C
B(σr - σm)

εθ =
3
2
ε1- 1

B
i A(θ)

1
B t

C
B(σθ - σm)

εz =
3
2
ε1- 1

B
i A(θ)

1
B t

C
B(σz - σm)

ì

î

í (17)

式中,σm 为平均应力, σm = 1
3
(σr + σθ + σz)。

令 χ = 3
2
ε1- 1

B
i A(θ)

1
B t

C
B , 式(17)可简化成

εr = χ(σr - σm)
εθ = χ(σθ - σm)
εz = χ(σz - σm)

ì

î

í (18)

　 　 将式(18)两式相减并转化可得

σr - σθ = χ -1(εr - εθ)

σr - σz = χ -1(εr - εz){ (19)

　 　 假设冻结壁黏弹区的径向位移为 u,则几何方程

为

εr =
du
dr

εθ =
u
r

ì

î

í (20)

　 　 考虑到假设冻结壁为轴对称平面应变问题和三

向应力状态下冻土的体积变形近似为 0,应有

εθ + εr = 0 (21)
　 　 将式(20)代入式(21)有

u
r

+ du
dr

= 0 (22)

　 　 式(22)的解为
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u = J
r

(23)

其中,J 为积分常数。 这里获得的冻结壁位移解答与

径向半径有关,说明式(23)对整个冻结壁(黏弹性区

和黏塑性区)都是成立的。
将式(23)代入式(20)得

εr = -
J
r2

εθ =
J
r2

ì

î

í (24)

　 　 将式(24)代入主应变表示的等效应变方程且考

虑 εz =0,有

εi =
2
3

(εr - εθ) 2 + (εθ - εz) 2 + (εz - εr) 2 =

2
3

J
r2

(25)
　 　 联立式(18),(19)、式(24),(25)可得

σr - σθ =
3
2

2
3

J
r2

æ

è

ö

ø

1- 1
B

A(θ)
1
B t

C
B

é

ë

ù

û

-1

- 2J
r2

æ

è

ö

ø
=

-
2
3

æ

è

ö

ø

1+ 1
B( ) J

1
B

A(θ)
1
B t

C
B

1
r

2
B

(26)
　 　 将式(26)代入平衡方程

dσVE
r

dr
+ σVE

r - σVE
θ

r
= 0 (27)

　 　 式(27)积分得

σVE
r = K -

2
3

æ

è

ö

ø

1+ 1
B( ) B

2
J

1
B

A(θ)
1
B t

C
B

1
r

2
B

(28)

式中,K 为对 σVE
r 积分时引进的常数,可根据边界条

件求得。
边界条件为

r = r2,σVE
r = p2

r = r1,σVE
r = p1

{ (29)

　 　 联立式(28),(29)可以求得积分常数 J 和 K。

J
1
B = (p2 - p1)[A(θ) tC]

1
B

2
B

3
2
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B
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2
B
1

ì
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(30)
　 　 联立式(19),(28)和式(30)得冻结壁黏弹区的

应力场为
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r = r
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2
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2
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　 　 则冻结壁黏弹区和黏塑区交界面 L2( r = r2)上的

应力场为

σVE
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　 　 则冻结壁黏弹区和黏塑区交界面 L1( r = r1)上的

径向和环向应力为

σVE
r(L1)

= p1

σVE
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　 　 联立式(23),(30)可得整个冻结壁的位移

u = 3
1+B
2

2BBA(θ) t
C r21 r22

r
2
B
1 - r

2
B
2( ) Br

(p1 - p2) B (34)

　 　 则冻结壁内边界位移为

u = 3
1+B
2

2BBA(θ) t
C r21 r22

r
2
B
1 - r

2
B
2( ) Br0

(p1 - p2) B (35)

　 　 同理可得,冻结壁外边界位移为

u = 3
1+B
2

2BBA(θ) t
C r1 r22

r
2
B
1 - r

2
B
2( ) B

(p1 - p2) B (36)

　 　 根据冻结壁黏弹区和黏塑区交界面 L2( r = r2)上
的应力连续条件 σVE

r(L2)
= σVP

r(L2),σ
VE
θ(L2)

= σVP
θ(L2), 代入式
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(12)和式(32)得到

p2 = 2
3

H
ln( t / T)

ln( r2 / r0)

p1 = 2
3

H
ln( t / T)

ln( r2 / r0) + r
2
B
1 - r

2
B
2

2
B
r

2
B
1

é

ë

ù

û

ì

î

í (37)

　 　 同理,根据冻结壁外边界和周围土体内边界交界

面 L1( r= r1)上的应力连续条件 σVE
r(L1)

= σUF
r(L1),σ

VE
θ(L1)

=
σUF

θ(L1), 代入式(6)和式(33)得到

- 1
B
r

2
B
2

r
2
B
1 - r

2
B
2

p2 +
r

2
B
1 - 1 - 1

B
æ

è

ö

ø
r

2
B
2

r
2
B
1 - r

2
B
2

p1 = peq (38)

　 　 将式(9),(37)代入式(38)得

ln( t / T) =
2H ln( r2 / r0) + B

2
- 1

2
(B - 1)

r2
r1

æ

è

ö

ø

2
Bé

ë

ù

û

3 peq

(39)
　 　 式(39)为超越方程,在其他参数已知的条件下

可采用 Matlab 软件求出黏塑区半径 r2 的数值解。
当 r2 = r0 时,根据式(39)可求得冻结壁开始产生

黏塑区的时间 t1 为

t1 = Texp
H B - (B - 1)( r0 / r1) 2 / B[ ]

3 peq
{ } (40)

　 　 当 r2 = r1 时,根据式(39)可求得冻结壁黏塑区扩

张到外边界的时间 t2 为

t2 = Texp
H 2ln( r1 / r0) + 1[ ]

3 peq
{ } (41)

2　 工程实例计算及分析讨论

在本节计算中,以山东某煤矿风井为计算模型,
取 558 m 处黏土层作为计算控制层。 岩土参数如下:
土体弹性模量 E0 =65 MPa,泊松比 μ0 = 0． 35;-10 ℃
时冻土试验参数 A(θ)= 2． 16×10-4 MPa,B=1． 86,C=
0． 424,H=37． 0 MPa,T = 2． 7 ×10-5 h;冻结深度 H0 =
664 m,冻结壁内半径 r0 = 7． 0 m,冻结壁外半径 r1 =
17 m;原始水平地压 p = 7． 25 MPa,等效荷载 peq =
5． 58 MPa。
2． 1　 p1,p2 与黏塑区半径 r2 和时间 t 的关系分析

将上述计算参数分别代入式(37),得到冻结壁

外荷载 p1、接触应力 p2 与黏塑区半径 r2 和时间 t 的
关系曲线如图 2 和图 3 所示。

从图 2,3 可以看出,在不同黏塑性区半径 r2 的

情况下,p1,p2 随时间的增加而逐渐减小,并且在黏塑

性区 r2 发展的瞬间变化较剧烈,在较短时间内即趋

图 2　 接触应力 p2 随时间 t 的变化曲线

Fig． 2　 Curves of contact stresses versus time

图 3　 冻结壁外荷载 p1 随时间 t 的变化曲线

Fig． 3　 Curves of load of frozen stresses versus time

于近似恒定值,其后 p1,p2 不再有实质性的减小,逐
渐趋于稳定。 从图 3 还可以看出,当冻结壁处于全黏

弹性阶段( r2 =7． 0 m),冻结壁外荷载 p1 在 24 h 时仅

为 1． 78 MPa,约占等效荷载的 31． 9% ;即使当冻结壁

全部处于黏塑性阶段( r2 =17． 0 m),冻结壁外荷载 p1

在 24 h 时也仅为 2． 77 MPa,也仅占等效荷载的

49． 6% 。 这说明冻结壁的作用不仅仅是隔水,还要承

受冻结壁外荷载的作用,但冻结壁的外荷载要小于土

体的原始水平应力。
2． 2　 黏塑区半径 r2 和时间 t 的关系分析

将上述计算参数分别代入式(39),得到黏塑区

半径 r2 随时间 t 的关系曲线如图 4 所示。

图 4　 黏塑区半径 r2 随时间 t 的变化曲线

Fig． 4　 Curves of radius of visco-plastic zone versus time

从图 4 可以看出,当地压较小时,冻结壁开始产

生黏塑区和黏塑区发展到外部边界的时间都极长,即
地压较小时,产生黏塑性变形的时间很长。 当地压较

大时,冻结壁开始产生黏塑区和黏塑区扩展到外部边
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界的时间都极短,即黏塑区半径 r2 的发展速率很快,
即使在冻结壁厚度较大的情况下,整个冻结壁几乎在

瞬间就全部处于流动状态,产生很大的黏塑性变形,
从而导致冻结管的断裂。 因此,对于深冻结井,盲目

地增加冻结壁厚度并不能有效地解决冻结管的断裂

问题。 最有效、最根本的措施首先是合理提高冻结壁

的强度和减小冻结壁的变形,也就是在掘进黏土层

时,尽可能缩小段高,较少井帮的暴露时间并及时支

护,减小其有害变形的产生;其次是采用塑性大和韧

性好的钢管做冻结管,使冻结管能适应较大的冻结壁

变形。
2． 3　 冻结壁径向位移 u 和时间 t 的关系分析

将上述计算参数分别代入式(34),得到冻结壁

的径向位移 u 随时间 t 的关系曲线如图 5 所示。

图 5　 径向位移 u 随时间 t 的变化曲线

Fig． 5　 Curves of radial displacement versus time

从图 5 可以看出,在不同塑黏性区半径 r2 的情

况下,冻结壁径向变形随时间的变化不同,但都随时

间的增加而不断变大。 开挖初期,冻结壁的径向位移

随时间增长较快,其后随时间的发展逐渐趋于平缓。
从图 5 还可以看出,当冻结壁处于全黏弹性阶段

( r2 =7． 0 m)时,开挖后 24 h,冻结壁的径向位移仅为

31． 0 mm; 而当冻结壁处于全黏塑性阶段 ( r2 =
17． 0 m) 时,开挖后 24 h,冻结壁的径向位移达到

182． 9 mm。 这说明黏塑性区范围越大,径向位移随

时间的变化越剧烈,冻结壁的黏塑性变形为冻结壁的

主要变形。 因此,黏塑性变形才是导致冻结管断裂的

主要原因。

3　 结　 　 论

(1) 通过对卸载状态下冻结壁-周围土体共同

作用机理的理论分析,基于 Mises 屈服准则、冻土流

变理论和等效应力-等效应变偏张量虎克定律,推导

出了非线性黏弹塑性冻结壁的应力场和位移场的解

析解;以及冻结壁外荷载、接触应力的表达式和确定

冻结壁黏塑性区半径的超越方程;结合工程实例探讨

了冻结壁外荷载、接触应力、黏塑性区及径向位移的

发展规律。

(2) 冻结壁在隔水的同时还要承受冻结壁外土

压的作用,但实际作用在冻结壁上的土压力要小于土

体的原始水平应力。
(3) 增加冻结壁厚度并不能有效地解决冻结管

的断裂问题,最有效、最根本的措施是合理提高冻结

壁的强度和减小冻结壁的变形;采用塑性大和韧性好

的钢管做冻结管,使冻结管能适应较大的冻结壁变

形。 黏塑性区越大,径向位移发展越剧烈,冻结壁的

塑黏性变形才是导致冻结管断裂的主要原因。
(4) 在工程意义上可不考虑原始应力场对冻结

壁应力-应变状态的影响,只考虑解除应力场的作

用。 本文的求解对深埋黏土层冻结壁的稳定性具有

重要的理论意义,但对冻结岩石和较厚冻结壁条件下

的适用性尚需进一步研究。
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