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次内射模的特征
�
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摘� 要:引进次内射维数的概念, 给出次内射模的一些性质, 并用次内射模及维数刻划了次半单环、Noether环及遗传环

的性质.主要结论为: ( � ) 左 R - 模 M是次内射模 � SIdRM = 0. ( � ) 环 R 为次半单环 � SID( R) = 0. ( � ) 环 R 为Noether

环 � 每个次内射模是内射模.
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� � 称左 R- 模 M 为FP- 内射模
[ 1]
, 如果对任何有限生成自由左 R- 模 P 的任何有限生成子模K ,每个

K 到M 的同态都可扩张成P 到M 的同态;称 M 为F - 内射模( P - 内射模)
[ 2]
,如果对任何有限生成(主)

左理想 I ,任何左 R- 模同态 f : I � M 均存在y � M 使f ( a) = ay ,对所有 a � I ;称 M 为左R - 模
[4]
, 若

对任何有限生成左 R- 模 N 及N 的扩模M ,每个N 到E 的同态f 都可以扩张为M 到E 的同态.文中的环

均指有单位元的的结合环,模指左酉模.

显然,内射模类 � 次内射模类 � FP - 内射类 � F- 内射模类 � P - 内射模类.

1 � 次内射模的性质
由于内射模是次内射模, 因而每一个左 R - 模 M 均有次内射分解,即存在正合序列

O � M � E
0 � E

1 � � � E
n � �

其中每个 E
i
均是次内射模.

定义 1� 若左 R - 模 M 有如下形状的次内射分解:

0 � A � E
0 � E

1 � � � E
n � 0,

则在 M的所有这种形状的次内射分解中, 必有1个次内分解其中的非负整数 n是最小的,这个最小的 n称

为左 R - 模 M 的次内射维数,记为 SIdRM ,若没有上述形状的分解,则记 SIdRM = � .

关于次内射模的次内射维数, 有如下结论:

定理 1� 左 R - 模 M 是次内射模 � SIdRM = 0.

证明 � 设 M 是次内射模,则 M 有次内射分解 0 � M �
�

E
0 � 0 � � ,其中 E

0
= M , E

i
= 0, i � 1, �

= 1M ,则SIdRM = 0.反之, 设SIdRM = 0,则 M有一个次内射分解0 � M �
�

E
0 � 0 � � ,其中 E

i
= 0, i �

1. 则 A � E
0
,于是 M 是次内射模.

定义 2� 设 R 是环,则称SID( R) = SUP SIdRM | M � R M 为环 R 的次内射维数.
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环 R 的内射维数 ID( R ) 与次内射维数 SID( R ) ,有如下关系:

定理 2� 对于任意环 R, SID( R ) � ID( R)

证明 � 设 M 是任意左R - 模,则 SIdRM � IdRM .事实上,若 IdRM � n,则存在 1个内射分解

0 � M � E
0 � E

1 � � � E
n � 0.

由于内射模是次内射模, 因而上述分解也是 M 的次内射分解, 即 SIdRM � IdRM , 又由 M 的任意性, 则

SID( R) � ID( R ) .

2 � 用次内射模刻划一类环
定义 3

[ 1] � 称左 R - 模 M 为次半单模, 如果 M 的每个有限生成子模是M 的直和项.

定义 4
[ 1] � 称环 R 为次半单的,如果每个左 R - 模是次半单的.

引理 1� 对于环 R,下述条件等价: ( � ) R 为次半单环; ( � ) 每个左 R - 模是次内射模.

� � 证明 � ( � ) � ( � ) 设 R 为次半单环, E 为任一左R - 模, N 为有限生成子模且N � M ,则 N 为M 的

直和项,从而 N 到E 的任一同态都可以扩成M 到E 的同态,因此, E 是次内射模.

( � ) � ( � ) 设 E 是任意次内射模,则对任何有限生成模 N 及N 的扩模M ,每个N 到E 的同态f 都可

以扩成 M 到N 的的同态, 即N 为E 的直和项,从而 E 是次半单模,由 M 的任意性,则 R 为次半单环.

定理 3� 环 R 为次半单环 � SID( R ) = 0.

证明 � 由定理1知,M 是次半单的 � SIdRM = 0,再由引理 1知, R 为次半单环 � 每一个左 R- 模是

次内射的.从而由 M 的任意性, R 为次半单环 � SIdRM = 0.

定理 4� 环 R 为Noether 环 � 每一个次内射模是内射模.

证明 ����设 R为Noether环, E 为次内射模,由于 R的每一个左理想I 都是有限生成的,从而 I 到E

的任一同态都可以扩成 R 到E 的同态,由 Baer准则知, E 为内射模.

���若每一个次内射模都为内射模, 则内射模直和亦为内射模,从而 R 为 Noether环.

定理 5� 环 R 为遗传环,则内射模的商模是次内射模.

证明 � 由遗传环性质知,内射模的商模是内射模,又内射模是次内射模,故命题成立.

最后,笔者提出 1个问题:定理 5逆命题成立吗?
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Characterizations of Subinjective Modules

ZHAN Jian-ming

( Dept. of Math, Hubei Institute for Nationalities Enshi, Hubei 445000)

Abstract: This paper introduces the concept of subinjective dimension and obtains the nature of subinject ive modules.

Moreover subsemisimple ring, noether ring and hereditary ring are characteristiced. The main results are: ( � )Any left

R- module M is subinjective module if and only if SIdRM= 0. ( � )A ring R is subsemisimple ring if and only if SID

( R ) = 0. ( � ) A ring R is Noether if and only if every subinjective module is injective.
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