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【摘要】介绍了Alpha稳定分布和其分数低阶矩(FLOM)，设计了一种用于2-D波达方向(DOA)估计的阵列配置，并基于相

控分数低阶矩(PFLOM)提出了2-D DOA算法。由接收信号的PFLOM协方差矩阵得到有用信号的PFLOM协方差矩阵，对其进行

特征值分解，并利用最小二乘或总体最小二乘方法就可得到DOA。最后，比较了基于传统协方差、符号协方差、FLOM和PFLOM

的旋转不变技术估计信号参数算法。仿真结果表明，该算法具有鲁棒性和较小的角度估计偏差及均方误差。 
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Abstract   In this paper, the Alpha-stable distribution and its fractional low order statistics are introduced. 

An array configuration is devised and a new method based on phase fractional lower-order moment (PFLOM) is 

proposed for 2-D direction of arrival (DOA) estimation. PFLOM-based covariance matrix of the desired signal can 

be derived from that of the receive signal. Making use of eigenvalue decomposition and applying least square or 

total least square method, we can derive DOA. Finally, the ESPRIT methods based on classic covariance matrix, 

SCM, FLOM, and PFLOM are compared in this paper. Simulations show that the method has robust performance 

and the smaller bias and mean square errors. 
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阵列信号中的参数估计，特别是窄带信号的方

向估计,一直是雷达、声纳、移动通信以及地震学中

的研究热点[1-4]。在过去的二十多年，对于窄带信号

源的波达方向(DOA)估计较多的是基于子空间的方

法，如ESPRIT和MUSIC等方法。ESPRIT
[5]算法是基

于采样协方差矩阵特征值分解的信号子空间方法，

利用阵列导向矢量的相移不变特性，在阵列信号处

理的DOA估计、谐波分析、频率估计和延迟估计等

方面应用广泛。 

在阵列信号的DOA估计中，通常假设加性噪声

服从复高斯分布。然而对于山脉、森林及海杂波(低

擦地角)，由于其脉冲性，高斯假设严重偏离杂波特

性。文献[2]利用单站机载雷达的真实数据证实了

稳定分布更适合模拟脉冲性噪声。 稳定分布的概

率密度函数有更重的拖尾； α稳定分布是更灵活的

建模工具，可通过特性指数 α控制拖尾。广义中心

极限定理表明，独立同分布的随机变量(具有有限或

无限方差)之和收敛于稳定分布；两个或多个独立的

具有相同特性指数稳定分布的随机变量之和仍然具

有该特性指数的稳定分布；  稳定分布的 p 阶矩存

在，p 须满足0 < < 2p ≤ 。 稳定分布可用4个参

数描述[6-7]：1) (0,2] 是特性指数，描述分布拖尾

的“厚度”；2) (0, )   是比例参数，和高斯分布

的方差类似；3) [ 1,1]   是对称参数， 0  时分

布为 S S 分布；4) ( , )a   时为位置参数。

2  ， 0  时， 稳定分布简化为高斯分布。 

文献[8]假设信号和噪声均服从S S 分布，利用

稳定分布的矩特性定义了FLOM协方差矩阵，提

出了基于子空间的DOA估计方法——ROC-MUSIC

算法。文献[9]研究了S S 和Middleton噪声模型下的
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DOA估计方法，应用符号协方差矩阵提出了非参量

的子空间算法SCM-MUSIC，并将算法用于杂波服从

SαS分布的空时自适应处理(STAP)中的角度和多普

勒估计。文献[10]提出了一种基于PFLOM的新协方

差矩阵的估计方法，并用于DOA估计。实验结果表

明：基于PFLOM的算法性能优于基于FLOM和SCM

的算法。本文假设信号服从复高斯分布，噪声服从

复SαS分布，提出了一种基于PFLOM和ESPRIT技术

的二维DOA估计方法——PFOC-ESPRIT，并分析了

该算法的性能和相控因子选择。 

1  阵列信号模型 

假设 d 个远区窄带信号源入射到阵列上，角度

为 ( , )i i  ， 1,2, ,i d  。阵列由3N 个阵元组成，标

号为1、2和3的 N 个阵元分别构成阵列#1、#2和#3，

它们满足空间移位不变特性，其中空间偏移分别为

z 和 x 。阵列配置如图1所示。  
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b. 复合阵元 

图1  阵列配置及复合阵元示意图 
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图2  仿真实验用的阵列示意图 

设阵列#1的接收信号为： 

1 1

1

( ) ( , ) ( )
d

i i

i

t a t 


x s  

式中，
1( , )i ia   表示阵列#1对第 i 个信号源的响应。

定义导向矢量矩阵和信号的幅度向量分别为：

11 1 1 1( , ) [ ( , ), ( , ), , ( , )]
ii i i d da a a     
 A   和 ( )t s  

1 2[ ( ), ( ), , ( )]ds t s t s t 。则阵列#1的接收信号为： 

1 1( ) ( , ) ( ) ( )t t t x A s n              (1) 

阵元#2、阵元#3与阵元#1的相位差分别为

0(2π ) cos iz  和
0(2 ) sin cosi ix    。利用窄带假

设，设阵列#2和阵列#3的接收信号分别为： 

2 12 2( ) ( , ) ( ) ( )t t t x A s n          (2) 

3 13 3( ) ( , ) ( ) ( )t t t x A s n          (3) 

式中，
12 和

13 分别是阵列#2和阵列#3的相移矩阵，

有： 

   

 

0 1 1 2

0

j 2π cos j 2π cos

12

j 2 cos

diag{e ,e , ,

  e }d

z z

z
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 

   

  
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       (4)
 

0 1 1 1 2 2

0

j(2π ) sin cos j(2π ) sin cos

13

j(2π ) sin cos

diag{e ,e , ,

 e }d d

x x

x

     

  

   

 
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  (5)
 

将3个阵列的接收信号组合为向量形式： 

 
1 1

2 12 2

3 13 3

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

t t

t t t t

t t

     
     

  
     
          

x A n

x x A s n

x A n





     (6) 

式中，
1( )tn 、

2 ( )tn 和
3 ( )tn 是独立SαS分布噪声，与

信号相互独立。由式(4)和式(5)可以看出，估计出阵

列间的相移矩阵就可获得信号源的方位信息。 

2  修正的协方差矩阵 

2.1  基于FLOM的协方差矩阵 

文献[8]给出了基于FLOM的协方差矩阵的定义： 
1

( ( ) ( ) )
pp

ij i jE t t


F x x             (7) 

式中， p 是FLOM的阶数，满足 0 < < 2p ≤ 。文

献[9]还指出在高采样支持下， p 越接近1，算法性

能越好。文献[2]给出了鲁棒性协方差矩阵的定义： 
1

( ( ) ( ) ) / (| ( ) | )
pp p

ij i j jE t t E t


 x x x  

式中，
1 *pp

z z z


 。 

2.2  符号协方差矩阵(SCM) 

SCM先通过空域符号函数 ( )S  定义每个观测向

量的归一化，再计算协方差矩阵。文献[9]指出SCM

协方差矩阵具有鲁棒性： 

  0
( )

0   = 0
S

 
 


x x x
x

x

    

         
 

式中， H 1 2( )x x x 。符号协方差矩阵定义为： 
H( ( ( )) ( ( )) )ij i jE S t S tS x x           (8) 

2.3  基于PFLOM的协方差矩阵 

文献[10]提出了一种基于PFLOM的鲁棒性有界

协方差矩阵方法，该方法先对观测向量幅度压缩，
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再计算协方差矩阵。它不同于SCM的显著特点是其

归一化因子随幅度压缩因子变化。定义复数 je θz r

的PFLOM操作，有： 

j

 

e     0

0     0

a
a r z

z
z

 
 



  

      
 

同时定义 * *( ) ( )
a a a

z z z


 。基于PFLOM的协方

差矩阵定义为： 

( ( ) ( ) )
a aa

ij i jE t t


P x x            (9) 

式中，相控因子 a满足 0 < < 2a  。 

3  PFOC-ESPRIT算法 

假设统计独立的 d 个信号源从远区入射到阵列

上，噪声信号服从复各向同性 SαS分布，并与信号

统计独立。本文研究从阵列接收数据中提取信号源

的方位信息。根据文献[10]的PFLOM定义3个子阵列

接收数据之间的自协方差矩阵和互协方差矩阵，排

列 3 3N N 的分块矩阵 P ，有： 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a a

a a a

 
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  
 
 

P P P

P P P P

P P P

 

式中， { ( ) ( ) }
a aa

ij i jE n n


P x x 。利用文献[10]中的

定理2可得： 
H

11

a   P I  

其中： 
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类似地，可以求得 a

ijP ， , 1,2,3i j 。3个阵列接

收数据可以表示为： 
H

H

12 12

13 13

a  

   
   

   
   
      

A A

P A A I A A I

A A

   

 

   (10) 

根据定义， 可看作信号的PFLOM协方差矩

阵，为噪声的PFLOM协方差矩阵。 

PFOC-ESPRIT 算 法 先 从 接 收数 据 中 估 计

PFLOM矩阵，再将估计矩阵分解为特征值特征向量

对  ( , )i i  。最大的d个特征值对应的特征向量构成

信号子空间    
1 2[ , , , ]s d E    ，最小的 (3 )N d 个

特 征 值 对 应 的 特 征 向 量 构 成 噪 声 子 空 间
   

1 2 3[ , , , ]n d d N  E    ，根据 span( ) spans  ( )E A ，

存在可逆矩阵T ，有： 


1

12 2

13 3

s

s s

s

   
   

  
   
      

A E

E AT A T E

A E





 

进行特征值分解，将矩阵分块，有： 

 

H

1

H H

2 1 2 3

H

3

s

s s s s

s

 
 

  
 
 

E

T E E E E E E

E

  

11 12 13
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31 32 33

 
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 
  
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利用最小二乘可得相移矩阵 LS

12 
†

1 2( )s s E E

对应的最大 d 个特征值为
i。其中， †( ) 表示伪逆。

根据相移矩阵可得信号源角度： 

0arccos( ln( ) ((2 ) ))i i z           (11) 

0arccos( ln( ) ((2 ) sin ))i i ix         (12) 

4  实验仿真与分析 

可用4个仿真实验验证PFLOM-ESPRIT算法的

性能和相控因子的选择。阵列如图2所示，阵元数目

10N  ，阵元间距
0 / 2d  ，空间位移 x z     

0 / 2 ，两信号源为
1 1( , )  和

2 2( , )  ，噪声服从复

SαS分布且与信号相互独立。广义信噪比[2,8,10]为： 

2

1

GSNR 10lg ( )
N

n

s n N


 
  

 
        (13) 

式中，  为噪声离差。每个实验中，阵列的快拍数

目 200K  ，进行100次蒙特卡洛仿真。图3～图6中

COV、SCM、FOC及PFOC分别表示基于传统协方差、

符号协方差、FLOM和PFLOM的ESPRIT算法，其中，

FOC-ESPRIT 中分数低阶矩的阶数用 p 表示，

PFOC-ESPRIT中的相控因子用a 表示。 

实验1  信号源 1 1( , ) (30 ,45 )     ，
2 2( , )    

(40 ,60 )  ， 0.9  ， 1  ，假设两个信号功率相等。

图3～图4以信号源1为例给出了 0.8p  ， 0.2a  的

仿真结果。图3给出了DOA估计的均方误差随GSNR

的变化情况。从图可以看出，COV-ESPRIT和FOC- 

ESPRIT算法的角度估计的均方误差很大，而且

GSNR的增加对性能改善很小。而SCM-ESPRIT和
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PFOC-ESPRIT算法的均方误差较小，并且随着

GSNR的增加，其性能明显改善。此外，由图还可看

出，低GSNR时，本文算法的性能优于SCM-ESPRIT

算法；当GSNR较高时，SCM-ESPRIT算法性能优于

PFOC-ESPRIT。图4给出了角度估计偏差随GSNR的

变化情况。从图可以看出COV-ESPRIT和FOC- 

ESPRIT算法不能正确地估计出信号源的角度。改变

p 可以提高FOC-ESPRIT算法的性能，但不明显。此

外，低GSNR时，PFOC-ESPRIT的角度估计偏差明

显小于SCM-ESPRIT算法，而当GSNR较高时，两种

算法都具有很好的估计性能。 
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     图3  DOA估计的均方误差随GSNR的变化 

 

0 10 20 30 
20 

40 

60 

80 

GSNR/dB 




° 
 COV 

SCM 

FOC 
PFOC 

 
   a．俯仰角的偏差 

 

0 10 20 30 
30 

50 

70 

90 

GSNR/dB 




° 
 

COV 
SCM 

FOC 
PFOC 

 
    b．方位角的偏差 

     图4  角度估计偏差随GSNR的变化 

实验2  信号源
1 1( , ) (30 ,45 )     ，

2 2( , )    

(40 ,60 )  ， 1.8  ， 1  ， 1.2p  ， 0.4a  。仿真

结果如图5和图6所示。可以看出，对近似高斯的噪

声，PFOC-ESPRIT算法的估计偏差和均方误差均优

于COV-ESPRIT。从图5可以看出，PFOC-ESPRIT算

法和SCM-ESPRIT算法性能接近，且都具有很好的

鲁棒性。图6表明FOC-ESPRIT和PFOC-ESPRIT以及

SCM-ESPRIT算法的估计偏差都较小且比较接近，

能很好地估计出信号源的角度。 
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    图5  DOA估计的均方误差随GSNR的变化 
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  图6  角度估计偏差随GSNR的变化 

实验3  取 0.9  ， 1  ，GSNR 20 dB ，a

在0.1～0.4范围内变化。图7给出了估计偏差和均方
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误差随 a的变化情况。由图7b可以看出，信号源方

位角的估计偏差较大，这是因为方位角的估计值依

赖于俯仰角的估计值。实验结果表明， (0, / 4]a 

时，PFOC-ESPRIT算法性能较好。 

实验4  取 1.8  ， 1  ，GSNR 20 dB ，相

控因子 a在0.1～0.8范围内变化下情况。图8给出了

角度估计偏差和均方误差随 a的变化。实验结果表

明， ( 4, 2)a   时，PFOC-ESPRIT算法性能较好。 
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    b. 估计偏差随相控因子的变化 

图7  a =0.9时，均方误差和估计偏差随a的变化 
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     b. 估计偏差随相控因子的变化 

   图8  a =1.8时，均方误差和估计偏差随a的变化 

5  结  论 

本文首先介绍了 稳定分布的特性和分数低阶

矩，然后提出了一种基于PFLOM的2-D DOA估计算

法。实验结果表明：1) 该算法适于大范围的脉冲性

噪声，具有鲁棒性；2) 该算法性能优于基于二阶统

计特性和FLOM协方差矩阵的ESPRIT算法；3) 该算

法对低信噪比脉冲性噪声角度估计的偏差和均方误

差较小。本文还讨论了对相控因子的选择。 
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