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摘 要: 线性时变周期 (LTVP)系统的能控性、能观性、稳定性、镇定性等问题的研究一般需要依赖于系统的状态转

移矩阵. 但是,获得一般LTVP系统的状态转移矩阵十分困难.借鉴解决线性定常系统鲁棒控制问题的思路,把周期

问题转化为一类范数有界问题,避开了求取系统状态转移矩阵;设计了基于LMI的使LTVP系统镇定的无记忆反馈

控制器和基于LMI的使LTVP系统鲁棒镇定无记忆反馈控制器,仿真算例验证了所提出方法的有效性.
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Abstract: All of the solutions of controllability, observability, stability and stabilization of linear time-varying

periodic(LTVP) system depend on its state transition matrix. However, it is very difficult to obtain the state transition matrix

of an ordinary LTVP system. By using the thought of solving robust control of the linear time invariant systems, the periodic

problem is converted into a kind of norm bounded problems. The calculation of the state transition matrix of LTVP systems

is avoided. The linear matrix inequalities(LMIs) based memoryless state controllers of stabilization and robust stabilization

of LTVP systems are designed. Two numerical examples are provided to demonstrate the effectiveness of the proposed

methods.
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1 引引引 言言言

在物理和工程技术中,许多问题最终都能转化为

具有周期系数的线性微分方程组. 例如弹性力系统的

动力学稳定性,大功率发射的参数共振及质子加速器,

天体力学中的数值问题以及激光物理、卫星姿态控

制、直升飞机传动系统、生态系统和经济系统中周期

环境的竞争平衡等[1]. 线性时变周期 (LTVP)系统是

一类重要而复杂的系统,该系统最近引起了众多应用

方面的关注. 文献 [2]研究了离散周期系统的模型匹

配问题,通过一个周期的状态反馈控制律,配置一个

时变周期系统的极点,使得时变周期系统经过状态反

馈被转换成一个闭环定常系统. Vicente[3]考虑了离散

周期系统极点配置的问题,其主要贡献是实现了利用

周期的输出反馈配置周期系统的单值矩阵极点. 陈阳

舟[4]研究了周期时变线性系统的一般线性二次型最

优控制和小增益定理和正实性定理,将时不变系统的

小增益定理和正实性定理推广到周期时变系统.王平

等人[5]研究了如何配置线性周期系统的特征指数,有

效地应用于磁控小卫星的控制器设计.谈侃等人[6]研

究了线性时变周期系统的鲁棒稳定及𝐻∞控制,给出

了带有结构性不确定的线性时变周期系统二次稳定

的充要条件.

周期系统的基本理论可以追溯到Floquet的著

作[7]. 在利用 Floquet方法之前, 需要首先计算系统

的状态转移矩阵. 状态转移矩阵一般表达成一个无

穷级数的形式, 数值计算较为困难. 到目前为止, 关

于LTVP系统的能控性、能观性、稳定性、能稳性等

问题的主要研究方法都依赖于其系统的状态转移矩
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阵. 通过借鉴鲁棒控制的思想,本文将周期问题转化

为一类范数有界问题,避开了讨论状态转移矩阵, 设

计了基于线性矩阵不等式 (LMI)的使LTVP系统鲁棒

镇定的无记忆状态反馈控制器.

2 LTVP系系系统统统的的的稳稳稳定定定性性性
考虑一个LTVP连续时间系统[8]⎧⎨⎩ 𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑢(𝑡),

𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡).
(1)

其中: 𝑥(𝑡) ∈ 𝑹𝑛, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑹𝑚,并且𝐴(𝑡) : 𝑹 → 𝑹𝑛×𝑛,

𝐵(𝑡) : 𝑹 → 𝑹𝑛×𝑚和𝐶(𝑡) : 𝑹 → 𝑹𝑟×𝑛是以𝑇 为周

期的分段连续函数. 𝑹𝑛表示𝑛维实数空间. 系统 (1)

的状态转移矩阵用Φ(𝑡, 𝜏)表示, Φ(𝑡, 𝜏)由如下微分方

程唯一确定: ⎧⎨⎩ Φ̇(𝑡, 𝜏) = 𝐴(𝑡)Φ(𝑡, 𝜏),

Φ(𝜏, 𝜏) = 𝐼.
(2)

容易验证

Φ̇(𝑡+ 𝑇, 𝜏 + 𝑇 ) =

𝐴(𝑡+ 𝑇 )Φ(𝑡+ 𝑇, 𝜏 + 𝑇 ) = 𝐴(𝑡)Φ(𝑡+ 𝑇, 𝜏 + 𝑇 ),

且Φ(𝜏+𝑇, 𝜏+𝑇 ) = 𝐼 ,即Φ(𝑡+𝑇, 𝜏+𝑇 )也满足式 (2).

因此有Φ(𝑡+ 𝑇, 𝜏 + 𝑇 ) = Φ(𝑡, 𝜏),矩阵Φ(𝑇, 0)称作单

值矩阵, 它在线性时变周期系统中十分重要. 通过

利用鲁棒控制中处理时变不确定性的思想, 可以把

LTVP系统简化成一种范数有界的鲁棒扰动的形式.

对于系统 (1), 𝐴(𝑡)和𝐵(𝑡)是分段连续的,且它们

是范数有界的, 即存在一个常数 𝜌(0 < 𝜌 < ∞)使得

𝐴T(𝑡)𝐴(𝑡) ⩽ 𝜌2𝐼 , 𝐵(𝑡)𝐵T(𝑡) ⩽ 𝜌2𝐼 . 不失一般性, 设

𝐴(𝑡) = 𝐴 + 𝑀Δ1(𝑡)𝐸, 𝐵(𝑡) = 𝐵 + 𝑀Δ2(𝑡)𝐹, 其中

𝐴,𝑀,𝐸, 𝐹 是适当维数的常数矩阵, ΔT
𝑖 (𝑡)Δ𝑖(𝑡) ⩽ 𝐼,

𝑖 = 1, 2. 下面给出几个必要的引理.

引理 1[9] LTVP系统 (1)是渐近稳定的, 如果存

在一个对称正定矩阵𝑃 ,使得

𝐴T(𝑡)𝑃 + 𝑃𝐴(𝑡) < 0, ∀𝑡.
引理 2[9](Schur补引理) 对于任意给定的实矩

阵𝑆1, 𝑆2和𝑆3 (其中𝑆1 = 𝑆T
1 , 𝑆3 > 0),有

𝑆1 + 𝑆2𝑆
−1
3 𝑆T

2 < 0,

当且仅当 [
𝑆1 𝑆2

𝑆T
2 −𝑆3

]
< 0.

引理 3[10] 给定适当维数复数矩阵Ω ,Γ和Ξ ,

其中Ω是对称的,则

Ω + Γ𝐹 (𝑡)Ξ + ΞT𝐹T(𝑡)ΓT < 0

对任意的𝐹 (𝑡)满足𝐹T(𝑡)𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼 , 当且仅当存在一

个数 𝜖 > 0,使得

Ω + 𝜖ΓΓT + 𝜖−1ΞTΞ < 0.

下面给出比渐近稳定的稳定性要强的Riccati稳

定概念.

定定定义义义 1 LTVP系统 (1)被称为Riccati稳定的,

如果对于任意的正交矩阵𝐹 (𝑡), 𝐹T(𝑡)𝐹 (𝑡) = 𝐼 , 存在

一个对称正定矩阵𝑃 使得

(𝐴+𝑀𝐹 (𝑡)Δ(𝑡)𝐸)T𝑃+𝑃 (𝐴+𝑀𝐹 (𝑡)Δ(𝑡)𝐸) < 0, ∀𝑡.
定定定理理理 1 LTVP系统 (1)是Riccati稳定的, 当且

仅当存在一个对称正定矩阵𝑋和一个正常数 𝜖使得[
𝐴𝑋 +𝑋𝐴T + 𝜖𝑀𝑀T 𝑋𝐸T

𝐸𝑋 −𝜖𝐼

]
< 0. (3)

证明 由定义 (1), 可得LTVP系统 (1)是Riccati

稳定的, 当且仅当存在一个对称正定矩阵𝑃 使得式

(3)成立,即

𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴+ 𝑃𝑀𝐹 (𝑡)Δ(𝑡)𝐸+

𝐸TΔT(𝑡)𝐹T(𝑡)𝑀T𝑃 < 0. (4)

由引理 3可知, 不等式 (4)成立当且仅当存在一个常

数 𝜖 > 0,使得

𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴+ 𝜖𝑃𝑀𝑀T𝑃T + 𝜖−1𝐸T𝐸 < 0. (5)

由引理 2,不等式 (5)等价于[
𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴+ 𝜖𝑃𝑀𝑀T𝑃T 𝐸T

𝐸 −𝜖𝐼

]
< 0. (6)

将不等式 (6)左右同时乘以对角阵 diag(𝑃−1, 𝐼),并令

𝑋 = 𝑃−1,则可得不等式 (3). 2
由上面的讨论知, LTVP系统的Riccati稳定蕴涵

系统渐近稳定.

3 LTVP系系系统统统的的的镇镇镇定定定性性性
下面给出保持闭环LTVP系统 (8)的镇定性的无

记忆控制器存在的充分条件.

定定定理理理 2 对于闭环LTVP系统 (8), 如果存在对

称正定矩阵𝑋和矩阵𝑊 以及大于零的常数 𝜖1, 𝜖2使

得 ⎡⎢⎣ Ω + (𝜖1 + 𝜖2)𝑀𝑀T 𝑋𝐸T 𝑊T𝐹T

𝐸𝑋 −𝜖1𝐼 0

𝐹𝑊 0 −𝜖2𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (7)

Ω = 𝐴𝑋 + 𝑋𝐴T + 𝐵𝑊 + 𝑊T𝐵T, 则𝐾 = 𝑊𝑋−1,

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡)为无记忆状态反馈控制律,使闭环系统

𝑥̇(𝑡) = (𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)𝐾)𝑥(𝑡) (8)

渐近稳定.

证证证明明明 由𝐴(𝑡) = 𝐴 + 𝑀Δ1(𝑡)𝐸, 𝐵(𝑡) = 𝐵 +

𝑀Δ2(𝑡)𝐹 , 令𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡)是使系统 (8)渐近稳定的

状态反馈控制律,则由引理 1,有

𝑃𝐴+𝐴T𝑃 + 𝑃𝐵𝐾 +𝐾T𝐵T𝑃 + 𝑃𝑀(Δ1(𝑡)𝐸+
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Δ2(𝑡)𝐹𝐾) + (Δ1(𝑡)𝐸 +Δ2(𝑡)𝐹𝐾)T𝑀T𝑃 < 0.

左右同乘𝑃−1,并令𝑋 = 𝑃−1, 𝑊 = 𝐾𝑋 ,则可得

𝐴𝑋 +𝑋𝐴T +𝐵𝑊 +𝑊T𝐵T+

𝑀Δ1(𝑡)𝐸𝑋 +𝑀Δ2(𝑡)𝐹𝑊+

𝑋𝐸TΔT
1 (𝑡)𝑀

T +𝑊T𝐹TΔT
2 (𝑡)𝑀

T < 0.

通过两次利用引理 3,可得

Ω + 𝜖1𝑀𝑀T + 𝜖−1
1 𝑋𝐸T𝐸𝑋+

𝜖2𝑀𝑀T + 𝜖−1
2 𝑊T𝐹T𝐹𝑊 < 0,

其中Ω = 𝐴𝑋 +𝑋𝐴T + 𝐵𝑊 +𝑊T𝐵T.由引理 2,可

得不等式 (7). 2
4 LTVP系系系统统统的的的鲁鲁鲁棒棒棒镇镇镇定定定性性性

给定带有结构性不确定LTVP系统

𝑥̇(𝑡) = (𝐴(𝑡) + Δ𝐴(𝑡))𝑥(𝑡) + (𝐵(𝑡) + Δ𝐵(𝑡))𝑢(𝑡). (9)

假假假设设设 1 𝐴(𝑡),𝐵(𝑡)是适当维数的分段连续实有

界的𝑇 周期阵值函数, 由它们组成的系统是标称系

统,且有

[ 𝐴(𝑡) 𝐵(𝑡) ] = [ 𝐴 𝐵 ] +𝑀Δ(𝑡)[ 𝐸 𝐹 ].

其中: 𝐴,𝐵,𝑀 ,𝐸,𝐹 为具有适当维数的矩阵, Δ(𝑡)的

元为Lebesgue可测的且满足ΔT(𝑡)Δ(𝑡) ⩽ 𝐼 .

假假假设设设2 Δ𝐴(𝑡), Δ𝐵(𝑡)表示不确定性,有

[ Δ𝐴(𝑡) Δ𝐵(𝑡) ] = [ 𝐻1(𝑡) ]𝐹 (𝑡)[ 𝐸1(𝑡) 𝐸2(𝑡) ].

其中: 𝐻1(𝑡),𝐸1(𝑡),𝐸2(𝑡)为适应维数的分段连续实有

界的𝑇 周期阵值函数, 𝐹 (𝑡)的元为Lebesgue可测的且

满足𝐹T(𝑡)𝐹 (𝑡) ⩽ 𝐼, ∀𝑡.系统 (9)可重写为

𝑥̇ =[𝐴+ 𝐻̄1(𝑡)Δ̄(𝑡)𝐸̄1(𝑡)]𝑥+

[𝐵 + 𝐻̄1(𝑡)Δ̄(𝑡)𝐸̄2(𝑡)]𝑢.

其中

𝐻̄1(𝑡) = [ 𝑀1 𝐻1(𝑡) ], 𝐸̄1(𝑡) =

[
𝑁1

𝐸1(𝑡)

]
,

𝐸̄2(𝑡) =

[
𝑁2

𝐸2(𝑡)

]
, Δ̄(𝑡) =

[
Δ(𝑡) 0

0 𝐹 (𝑡)

]
.

本节中假设𝐻1(𝑡),𝐸1(𝑡),𝐸2(𝑡)为定常矩阵𝐻1,

𝐸1,𝐸2.

定定定理理理 3 LTVP系统 (1)是渐近稳定的, 如果存

在一个对称正定矩阵𝑋和一个正常数 𝜖使得[
𝑋𝐴T +𝑋𝐴+ 𝜖𝐻̄1𝐻̄

T
1 𝑋𝐸̄T

1

𝐸̄1𝑋 −𝜖𝐼

]
< 0.

证明方法与定理 1类似,此略.

定定定理理理 4 对于闭环LTVP系统 (1), 如果存在对

称正定矩阵𝑋和矩阵𝑊 以及大于零的常数 𝜖1, 𝜖2使

得

⎡⎢⎣ Ω + (𝜖1 + 𝜖2)𝐻̄1𝐻̄
T
1 𝑋𝐸̄T

1 𝑊T𝐸̄T
2

𝐸̄1𝑋 −𝜖1𝐼 0

𝑊𝐸̄2 0 −𝜖2𝐼

⎤⎥⎦ < 0, (10)

则𝐾 = 𝑊𝑋−1, 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡)为无记忆状态反馈控制

律,使闭环系统

𝑥̇(𝑡) = (𝐴(𝑡) + Δ𝐴(𝑡) + (𝐵(𝑡) + Δ𝐵(𝑡))𝐾)𝑥(𝑡) (11)

渐近稳定. 其中Ω表示的与定理 2中的相同.

证明方法同定理 2类似,此略.

5 仿仿仿真真真算算算例例例

例 1 考虑一个具有如下参量的LTVP系统:

𝐴(𝑡) =

⎡⎢⎣ −5

8
+

3

4
cos2 𝑡 1− 3

4
sin 𝑡 cos 𝑡

−1− 3

4
sin 𝑡 cos 𝑡 −5

8
+

3

4
sin2 𝑡

⎤⎥⎦ ,

𝐵(𝑡) =

⎡⎢⎣ 1− 1

2
sin(2𝑡)

1− 1

2
cos(2𝑡)

⎤⎥⎦ .

它们可以表示如下:

𝐴(𝑡) =⎡⎣ −5

8
1

−1 −5

8

⎤⎦+
3

4

[
cos2 𝑡 − sin 𝑡 cos 𝑡

− sin 𝑡 cos 𝑡 sin2 𝑡

]
=

⎡⎣ −1

4
1

−1 −1

4

⎤⎦+
3

8

[
cos(2𝑡) − sin(2𝑡)

− sin(2𝑡) − cos(2𝑡)

]
,

𝐵(𝑡) =

[
1

1

]
+

1

2

[
− sin(2𝑡)

− cos(2𝑡)

]
.

闭环系统可以表述如下:

𝑥̇(𝑡) = (𝐴+𝑀Δ1(𝑡)𝐸 +𝐵𝐾 +𝑀Δ2(𝑡)𝐹𝐾)𝑥(𝑡).

其中

𝐴 =

⎡⎣ −1

4
1

−1 −1

4

⎤⎦ , 𝐵 =

[
1

1

]
, 𝑀 =

⎡⎣ 1

2
0

0
1

2

⎤⎦ ,

𝐸 =

⎡⎣ 3

4
0

0
3

4

⎤⎦ , 𝐹 =

[
0

1

]
,

Δ1(𝑡) = Δ2(𝑡) = Δ(𝑡) =

[
cos(2𝑡) sin(2𝑡)

sin(2𝑡) cos(2𝑡)

]
.

则有ΔT(𝑡)Δ(𝑡) = 𝐼. 通过求解定理 2中的线性矩阵

不等式 (7),得到LMIs(7)的可行解如下:

𝑋 =

[
7.258 6 −0.141 3

−0.141 3 39.272 9

]
,

𝑊 = [ −25.908 8 −25.496 1 ],

𝜖1 = 39.994 7, 𝜖2 = 42.360 4.
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因此,由定理 2,可以选择

𝑢(𝑡) = [ −3.582 3 −0.662 1 ]𝑥(𝑡)

作为LTVP系统所期望的无记忆状态反馈控制律.

例 2 考虑一个具有如下参量的LTVP系统 (其

中𝐴,𝐵,𝑀,𝐸, 𝐹,与例 1相同):

𝐻1 =

⎡⎣ 1

10
0

0
1

10

⎤⎦ , 𝐸1 =

⎡⎣ 1

4
0

0
1

4

⎤⎦ , 𝐸2 =

[
0

1

]
.

利用Matlab LMI工具箱求解可行解函数 feasp, 通过

求解定理 4中的线性矩阵不等式 (10)的可行解,可以

得到如下可行解:

𝑋 =

[
10.324 4 0.297 1

0.297 1 128.967 9

]
,

𝑊 = [ −109.388 2 −99.315 5 ],

𝜖1 = 146.774 9, 𝜖2 = 250.259 1.

因此,由定理 4,可以选择

𝑢(𝑡) = [ −10.573 6 −0.745 7 ]𝑥(𝑡)

作为LTVP系统所期望的无记忆状态反馈控制律.令

𝑥0 = [ −1 2 ]T, 容易验证, 对于任意 𝑡, 开环LTVP系

统 (9)系统矩阵𝐴(𝑡)的特征值的实部都等于 1/8 > 0,

即系统 (9)不稳定. 闭环LTVP系统 (11)的状态曲线

如图 1所示,图 1可以利用Matlab的普通微分方程函

数 ode45绘制.无记忆状态反馈控制律𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡),

可以使得闭环LTVP系统 (11)在 10 s左右达到稳定状

态.

0 5 10 15 20
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0

1

2
x

1

x
2

t /s

s
ta

te
s

图 1 闭环LTVP系统

6 结结结 论论论

本文提出了一个不依赖于系统状态转移矩阵

的讨论LTVP系统中镇定性的新方法, 给出了基于

LMI方法的稳定性分析和能稳定控制器的设计方法;

同时给出了LTVP系统鲁棒𝐻∞镇定的条件,并设计

了LTVP系统的𝐻∞鲁棒控制器; 最后给出数值仿真

的算例,验证了所提方法的有效性. 本文方法也适用

于一般时变系统,但相关的结论有待进一步的研究.
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