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摘  要：以基于邻域系统的粗糙集模型为基础, 给出了邻域系统分层递阶结构的 5 条公理; 提出了一种序

关系, 用来描述不同邻域系统之间的粗细关系; 证明了新提出的这种序关系满足邻域系统分层递阶结构的

公理化形式。 
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1  引言 
在 1996 年至 1997 年期间, 美国学者 Lin 教授

在UC-Berkeley大学Zadeh(美国控制论专家)的重点
实验室做客座教授时, Zadeh向 Lin建议将粒数学作
为研究课题。为了进一步明确研究目标, Lin 提出了

粒计算[1−3](granular computing, GrC)的概念, 因而在
研究的初始阶段, 粒计算实际上是粒数学中的可计
算部分。 

粒计算改变了传统的计算观念, 使信息的处理

更科学、合理、经济和易操作, 在人工智能、问题

求解、知识发现、图像处理等众多领域有着广泛的

应用前景。 

在 Lin 提出粒计算的概念后, Yao[4−7]讨论了粒

计算与粗糙集、商空间等数据挖掘工具之间的关系, 
并且通过采用逻辑决策语言来描述粒度, 构建粒度
世界的逻辑框架。Skowron在文献[8]中也描述了粒
语言, 他将信息表上定义的逻辑公式的意义集看做
信息粒, 并讨论了这种信息粒的语法和语义。在此
基础上 , 刘清等人 [9]进一步讨论了粒逻辑公式的

真值及其运算规则等, 从而构造了一种颇为完整
的粒逻辑中的演绎推理系统。张文修等人[10]从粒计

算的观点对人类认知过程进行了详细的研究, 结合
形式背景理论给出了认知的粒化描述和新的认知模

型。王国胤等人从划分[11]、覆盖[12]和模糊商空间[13]

的角度出发, 提出了分层递阶的知识空间链, 讨论
了其中的概念不确定性度量问题。苗夺谦等人[14]

提出了知识粒度的定义, 并将其应用于知识约简、
决策树构造等问题中。钱宇华等人[15]研究了目标概

念的粗糙近似组成结构, 从而建立了一个基于多粒

度的特征选择加速器, 并将其应用于设计前向搜索
的特征选择加速算法中。 

为了进一步规范粒计算理论的研究, 在 2009
年, 粒计算的创始人 Lin 正式提出了八种形式化的
粒计算模型 [3]。本文主要针对第一种粒计算模型, 
即邻域系统粒计算模型进行讨论。邻域系统粒计算

模型的表示形式是(U,β), 其中 U 是论域, β是定义
在论域 U 上的一个邻域系统, 这个邻域系统不同
于拓扑邻域系统, 因为从实际应用角度出发, 前者
是摒弃了后者中的公理系统而构建的。 
为了建立邻域系统粒计算模型上的分层递阶结

构, 定义邻域系统上的序关系是关键。本文从邻域
系统粗糙集模型出发, 采用公理化的形式给出邻域
系统上的序关系, 并就其相关性质进行了讨论。 

2  邻域系统与粗糙集 
本章以 Lin 提出的关系粒计算模型为基础, 导

出邻域系统的概念。 

定义 1 (关系粒计算模型) 令： 

(1) U 1 2{ , , }U U= … 为一族论域的集合;  

(2) i j kU U U× × ×… 为 n个论域上的笛卡尔积, 

其中 , , ,i j kU U U ∈… U (此处下标不同并不一定代

表论域也不同); 

(3) n i j kR U U U⊆ × × ×… 称为一个 n元关系;  

(4) 1 2{ , , }n nR Rβ = … 是一族 n元关系的合集。 

称二元组(U , β )为一个关系粒计算模型。 

在关系粒计算模型中, 若仅考虑一个论域, 即
U { }U= 且 2n = , 此时的关系粒计算模型就退化 
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为二元粒计算模型。为简便起见, 二元粒计算模型

中的二元关系合集记为 1 2{ , , }R Rβ = … 。由此可见, 

关系粒计算模型是二元粒计算模型的一种广义化

表示形式, 而二元粒计算模型则是关系粒计算模型

的特殊情形。 

定义 2 在二元粒计算模型(U ,β)中, 1{ ,Rβ =  

2 , }R … , 则对于 x U∀ ∈ , 有一族子集与之对应, 即 
1

1( ) { : ( , ) }N p y U x y R= ∈ ∈  
2

2 ( ) { : ( , ) }N p y U x y R= ∈ ∈  
… 
(1) 1 2( ), ( ),...N x N x 称为 x的邻域;  

(2) x的所有邻域的合集称为 x的邻域系统, 记

为 NS(x), 即 NS(x)={N1(x),N2(x),…};   

(3) 集合{ ( ) : }NS x x U∈ 称为 U的邻域系统, 记

为 NS(U)。 

Pawlak提出的粗糙集模型是建立在等价关系基

础上的, 对于论域中的每一个对象, 有且仅有一个

等价类与之对应, 这个等价类可被看做此对象的邻

域, 这个邻域就构成了此对象的邻域系统。然而在

一般情形的邻域系统中 , 对象有可能有两个或两

个以上的邻域。借助拓扑学中内点与闭包的概念, 

Lin 构建了基于邻域系统的近似集模型, 如定义 3

所示。 

定义 3 在二元粒计算模型(U , β )中, β = 1{ ,R  

2 , }R … , 对于 X U∀ ⊆ , X的下、上近似集定义如下： 

( ) { : ( ) ( ),

( ) ( ) }

Apr X x U N x NS x

N x N x X

= ∈ ∃ ∈

≠∅∧ ⊆
 

( ) { | ( ) ( ), ( ) }Apr X x U N x NS x N x X= ∈ ∀ ∈ ≠ ∅∩  

若 Apr (X) ( )Apr X= , 则称X在邻域系统 ( )NS U

中是可定义的, 否则称为不可定义的。 

命题 1 在二元粒计算模型(U , β )中, β = 1{ ,R  

2 , }R … , 对于 ,X Y∀ ⊆ U, 有 

(1) ( ) , ( )Apr Apr∅ =∅ ∅ =∅  

(2) ( ) ( ) ( )Apr X Y Apr X Apr Y⊆∩ ∩  

( ) ( ) ( )Apr X Y Apr X Apr Y⊆∩ ∩  

(3) ( ) ( ) ( )Apr X Y Apr X Apr Y⊇∪ ∪  

( ) ( ) ( )Apr X Y Apr X Apr Y⊇∪ ∪  

(4) ( ) ( )X Y Apr X Apr Y⊆ ⇒ ⊆  

( ) ( )Apr X Apr Y⊆  
(5) ( ) ~ ( (~ ))Apr X Apr X=  

( ) ~ ( (~ ))Apr X Apr X=  

其中, ~ X 表示 X 的补集。 

证明 根据定义 3, 易证。 □ 
值得注意的是, 与基于等价关系的粗糙集模型

不同, 在基于邻域系统的粗糙集模型中, 以下公式
不成立： 

(1) ( ) , ( )Apr U U Apr U U= =  

(2) ( ) , ( )Apr X X X Apr X⊆ ⊆  

(3) ( ) ( ) ( )Apr X Y Apr X Apr Y⊇∩ ∩  

( ) ( ) ( )Apr X Y Apr X Apr Y⊆∪ ∪  
(4) ( ( )) ( )Apr Apr X Apr X=  

( ( )) ( )Apr Apr X Apr X=  

3  邻域系统上层次结构的公理化形式 
根据对粒度空间粗细关系的理解 , 可得邻域 

系统空间上较细关系的 5 条公理。设U 为论域 , 

1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域上的两个邻域系统 , 若

1( )NS U 较 2 ( )NS U 细, 记为 1 2( ) ( )NS U NS U≺ 。 

公理 1 设U 为论域, 1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域

上的两个邻域系统 , 若 1 2( ) ( )NS U NS U≺ , 则对于

X U∀ ⊆ , 有 1 2( ) ( )Apr X Apr X⊇ 。 

公理 2 设U 为论域, 1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域

上的两个邻域系统 , 若 1 2( ) ( )NS U NS U≺ , 则对于

X U∀ ⊆ , 有 1 2( ) ( )Apr X Apr X⊆ 。 

公理 3 设 U为论域, 1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域

上的两个邻域系统, 若对于 X U∀ ⊆ , 有 1( )Apr X ⊇  

2 ( )Apr X , 则 1 2( ) ( )NS U NS U≺ 。 

公理 4 设U 为论域, 1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域

上的两个邻域系统, 若对于 X U∀ ⊆ , 有 1( )Apr X ⊆  

2 ( )Apr X , 则 1 2( ) ( )NS U NS U≺ 。 
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公理 5 设 1 2 1( ) ( ), ( ) ( )N x NS U NS U NS U∀ ∈ = −∪ ∪ ∪  

N ( x )且对于 x U∀ ∈ , N S 2 ( x ) ≠∅ ,则 1( )NS U ≺  

NS2(U)。 

公理 1 说明若邻域系统 1( )NS U 比邻域系统 

2 ( )NS U 细, 则根据邻域系统 1( )NS U 得到的下近似

包含根据邻域系统 2 ( )NS U 得到的下近似; 公理 2

说明若邻域系统 1( )NS U 比邻域系统 2 ( )NS U 细, 则

根据邻域系统 1( )NS U 得到的上近似包含于根据邻

域系统 2 ( )NS U 得到的上近似; 公理 3 说明若根据

邻域系统 1( )NS U 得到的下近似包含根据邻域系统

2 ( )NS U 得到的下近似, 则邻域系统 1( )NS U 比邻域

系统 2 ( )NS U 细; 公理 4说明若根据邻域系统 NS1(U)

得到的上近似包含于根据邻域系统 2 ( )NS U 得到的

上近似, 则邻域系统 1( )NS U 比邻域系统 2 ( )NS U 细; 

公理 5 说明若从邻域系统 1( )NS U 中剔除一个邻域, 

则邻域系统 1( )NS U 要细于新生成的邻域系统。 

若邻域系统 1( )NS U 细于邻域系统 2 ( )NS U , 且

1 2( ) ( )NS U NS U≠ , 则称邻域系统 1( )NS U 严格细于

邻域系统 2 ( )NS U , 记为 1 2( ) ( )NS U NS U≺ 。 

定义 4 设U 为论域, 1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域

上的两个邻域系统 , 若对于 2( ) ( )N x NS U∀ ∈∪ 且

( )N x ≠ ∅ , 都有 1( ) ( )N x NS U′ ∈∪ 且 ( )N x′ ≠ ∅ , 使得

( ) ( )N x N x′ ⊆ , 则称邻域系统 1( )NS U 比邻域系统

2 ( )NS U 细 , 记为 1 2( ) ( )NS U NS U 。若 1( )NS U  

2 ( )NS U 且 1 2( ) ( )NS U NS U≠ , 则称邻域系统 1( )NS U

严格细于邻域系统 2 ( )NS U , 记为 1 2( ) ( )NS U NS U 。 

定理 1 设U 为论域, 1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域

上的两个邻域系统, 若 1 2( ) ( )NS U NS U , 则 X∀ ⊆ U, 

有 1 2( ) ( )Apr X Apr X⊇ 。 

证明 对于 2 ( )x Apr X∀ ∈ , 根据定义 3, 必定存

在 2( ) ( )N x NS x∈ 使得 ( ) ( )N x N x X≠ ∅∧ ⊆ 。又因为

1 2( ) ( )NS U NS U , 则根据定义 4, 必定存在 ( )N x′ ∈  

1( )NS U∪ 且 ( )N x′ ≠ ∅ ,  使得 ( ) ( ),N x N x′ ⊆ 此时 

( ) ( ) ,N x N x X′ ′≠ ∅∧ ⊆ 于是 1( ),x Apr X∈ 即 1( )Apr X ⊇  

2 ( )Apr X 。                                 □ 

定理 2 设U 为论域, 1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域

上的两个邻域系统, 若 1 2( ) ( )NS U NS U , 则 X∀ ⊆  

U , 有 1 2( ) ( )Apr X Apr X⊆ 。 

证明 对于 2 ( )x Apr X∀ ∉ , 根据定义 3, 必定存在 
N 2( ) ( ),x NS x∈ 使得 ( )N x X = ∅∩ 。又因为 1( )NS U     

2 ( ),NS U 则根据定义 4, 必定存在 ( )N x′ ∈ 1( )NS U∪

且 ( )N x′ ≠ ∅ , 使得 ( ) ( )N x N x′ ⊆ 。此时 ( )N x X′ =∩  

∅ , 于是 1( )x Apr X∉ , 即 1( )Apr X ⊆ 2 ( )Apr X 。 □ 

定理 3 设U 为论域, 1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域

上的两个邻域系统, 若对于 X U∀ ⊆ , 有 1( )Apr X ⊇  

2 ( )Apr X , 则 1 2( ) ( )NS U NS U 。 

证明 对于 2( ) ( )N x NS U∀ ∈∪ 且 ( )N x ≠ ∅ , 根据条

件有 1 2( ( )) ( ( )),Apr N x Apr N x⊇ 即 2 ( ( ))x Apr N x∈ ⇒  

1( ( )),x Apr N x∈ 此时必定存在 ( )N x′ ∈∪NS1(U)且 

( )N x′ ≠ ,∅ 使得 N′(x)⊆N(x),即 NS1(U) NS2(U)。 □ 

定理 4 设U 为论域, 1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域

上的两个邻域系统, 若对于 X U∀ ⊆ , 有 1( )Apr X ⊆  

2 ( )Apr X , 则 1 2( ) ( )NS U NS U 。 

证明  对于 2( ) ( )N x NS U∀ ∈∪ 且 ( )N x ≠ ∅ , 根据

条件有 1 2(~ ( )) (~ ( ))Apr N x Apr N x⊆ ,  因为 ( )N x ∩  

(~ ( ( )))N x =∅ , 所以 2 (~ ( ))x Apr N x∉ , 于是就有 x∉  

1(~ ( )),Apr N x  即存在 1( ) ( )N x NS U′ ∈∪ , 使得 N′(x)∩  

(~(N(x)))=∅ , N′(x)⊆N(x), 即 1( )NS U 2 ( )NS U 。 □ 

定理 5 设U 为论域, 1( )NS U 和 2 ( )NS U 为论域

上的两个邻域系统 , 若对于 1( ) ( )N x NS U∀ ∈∪ , 有

2 1( ) ( ) ( )NS U NS U N x= −∪ ∪ , 则 1 2( ) ( )NS U NS U 。 

证明 根据条件, 邻域系统 2 ( )NS U 是从邻域系

统 1( )NS U 中剔除一个邻域 ( )N x 所得到的, 即对于

x U∀ ∈ ,有 1 2( ) ( )NS x NS x⊇ 。对于 2 ( )y Apr X∀ ∈ , 必

定存在 2( ) ( ),N y NS y∈ 使得 ( ) ( )N y N y X≠∅∧ ⊆ 。 

因为 1 2( ) ( )NS y NS y⊇ , 所以 1( ) ( )N y NS y∈ , 于是可

以得到 1( )y Apr X∈ , 即 1 2( ) ( )Apr X Apr X⊇ 。再根据

定理 3, 可以得到 1 2( ) ( )NS U NS U 。 □ 

定理 1表明了定义 4中所描述的序关系满足公
理 1; 定理 2 表明了定义 4 中所描述的序关系满足
公理 2; 定理 3 表明了定义 4 中所描述的序关系满
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足公理 3; 定理 4 表明了定义 4 中所描述的序关系 
满足公理 4; 定理 5 表明了定义 4 中所描述的序关
系满足公理 5。综上, 定义 4 是在邻域系统中满足
本文所提 5 条公理的序关系, 它可以用来描述不同
邻域系统之间的粗细关系。 

例  令论域 1 2 3 4 5 6{ , , , , , }U x x x x x x= , 邻域系统

1( )NS U 为： 

1 1 1 1 2( ) {{ },{ , }}NS x x x x=  

1 2 2 4( ) {{ , }}NS x x x=  

1 3 3( ) {{ }}NS x x=  

1 4 1 4 5 1 2( ) {{ , , },{ , }}NS x x x x x x=  

1 5 5( ) {{ }}NS x x=  

1 6 2 6 6 3 5( ) {{ , },{ },{ , }}NS x x x x x x=  

邻域系统 2 ( )NS U 为： 

2 1 1 2( ) {{ , }}NS x x x=  

2 2 2 3 4 2 4( ) {{ , , },{ , }}NS x x x x x x=  

2 3 3 5( ) {{ , }}NS x x x=  

2 4 1 2 4 4 6( ) {{ , , },{ , }}NS x x x x x x=  

2 5 5( ) {{ }}NS x x=  

2 6 3 5 6( ) {{ , , }}NS x x x x=  

根据定义 4, 很明显 1 2( ) ( )NS U NS U 成立, 即

邻域系统 1( )NS U 较邻域系统 2 ( )NS U 细。 

若设 2 3 4{ , , }X x x x= , 则根据上述两个不同的邻

域系统, 可得到如下的近似集结果： 

1 2 3( ) { , }Apr X x x=   

2 2( ) { }Apr X x=  

1 2 3 4( ) { , , }Apr X x x x=  

2 1 2 3 4 6( ) { , , , , }Apr X x x x x x=  

这个结果验证了定理 1和定理 2所示的粗糙近

似之间的包含关系。 

4  结束语 

本文以邻域系统粗糙集模型为基础, 给出了邻

域系统分层递阶的 5 条公理。在此基础上, 提出了

一种新的序关系, 并证明了这种序关系满足邻域系

统分层递阶的公理化形式。 

在本文工作的基础上, 下一步将对邻域系统中

的知识粒度及不确定性度量等问题进行讨论。 
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