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基于原子内聚力与表面能等效的内聚裂纹模型
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摘　要：从非局部连续介质理论出发，采用一种新的理性力学方法对裂纹前缘内聚应力分布规律进行研究。

首先，在内聚裂纹表面引入非局部应力边界条件，从而将内聚区内表面诱发张力（非局部表面残余）与内聚应

力等价联系起来；然后，利用能量平衡关系，得到仅与表面能密度相关的Ｉ型裂纹内聚力新的本构方程。最

后，在推导结果的基础上，计算一个具体的脆性断裂算例研究内聚区内表面能与内聚应力随裂纹张开位移

（ＣＯＤ）变化的分布规律。由计算结果发现，裂纹尖端应力奇异性消除，且应力最大值不一定出现在裂纹尖

端，而是发生在裂纹尖端周围的内聚区内。
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　　裂纹尖端应力解奇异现象一直是断裂理论研

究中一个广泛引人关注的问题。研究者们采用多

种多样的方法试图予以解决，其中Ｄ．Ｓ．Ｄｕｇｄａｌｅ
［１］

和Ｇ．Ｉ．Ｂａｒｅｎｂｌａｔｔ
［２］给出的内聚裂纹模型是非常

著名和行之有效的一种方法。通过引入裂纹前缘

的原子内聚力区犱，消除了裂纹尖端应力奇异

性。但此理论也有不完善之处，最大的争议就

在于作为内聚区边界条件的内聚应力分布规律

函数应如何确定。Ｄ．Ｓ．Ｄｕｇｄａｌｅ
［１］将内聚应力视

为常数，数值上等于材料的屈服极限。虽然达

到了数学处理上的简化，但显然与物理事实不

符合。Ｇ．Ｉ．Ｂａｒｅｎｂｌａｔｔ
［２］考虑到原子间相互作用

力随距离增加而衰减的特点，认为内聚应力是内

聚区裂纹面上各点裂纹张开位移（ＣＯＤ）的函数。

但由于符合这一特性的具体解析形式较难给出，

大多数实际情况中仍假设内聚力为常数。在之后

的研究中，众多研究者作了大量艰苦探索，试图揭

示内聚应力准确的分布规律［３９］。他们的工作为

建立内聚应力张开位移的解析关系提供了一定

参考依据，但仍未给出一个统一并具有说服力的

内聚应力表述形式。直到 ２０ 世纪 ９０ 年代，

Ａ．Ｎｅｅｄｌｅｍａｎ
［１０］和 Ｖ．Ｔｖｅｒｇａａｒｄ

［１１］等由研究塑

性材料的界面特性入手，提出内聚力裂纹张开位

移的分布规律呈现出宏观损伤问题中应力应变

软化曲线特征。这一思想逐渐被研究者们广泛接
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受，并通过研究金属聚合物保护膜界面破坏等实

际问题，提出若干种符合上述特征的内聚应力函

数［１１１３］。其中，Ｊ．Ｈ．Ｒｏｓｅ等
［１４］通过研究双金属

界面间结合能与原子分离作用的关系，提出一种

指数 型 内 聚 力 分 布 规 律。而 Ｘ．Ｐ．Ｘｕ
［１５］和

Ｍ．Ｊ．ｖａｎｄｅｎＢｏｓｃｈ等
［１６］在此基础上进一步完善

函数形式，使指数型表达式能够从唯象的角度较

准确地描述内聚力分布情况，并保证函数连续性，

有利于数学处理。目前指数型函数已经成为应用

较广的一种内聚力分布规律。然而这一形式仍然

有其本身的缺陷，主要体现在函数含有一定数目

的未知参数，确定过程较繁琐，使最终结果具有不

确定性，且普适性受到限制［１６１７］。此外，现有的指

数型内聚力分布函数大多是通过对不同材料界面

问题进行数值研究得到的，直接用于内聚裂纹模

型仍缺乏必要的理论基础。因此，如何确定内聚

应力分布规律仍是值得深入研究的问题，有必要

寻找新的途径和方法予以解决。

最近，Ｚ．Ｘ．Ｈｕａｎｇ
［１８］在对非局部基础理论研

究中，将物体内部长程相互作用截断于表面而形

成的表面诱发张力（非局部表面残余）引入应力边

界条件，建立了一种新的非局部应力测度。本文

将这一理论思想应用于内聚区模型，使其与裂纹

表面性质联系起来，这样就为推导内聚应力分布

规律提供了一条新的途径，即从考察裂纹面上表

面物理量变化情况入手，进而导出内聚应力的分

布函数。本文的推导过程完全在理性力学的框架

下进行，这在以前关于内聚区模型的研究中从未

涉及过，所得到的结果较之以往的唯象内聚力函

数具有更加坚实的理论基础［１６１７］，且所含未知参

数数目较少，更易于确定其具体形式。最终的计

算结果证明，使用新的内聚力函数计算得到的结

果能够有效地消除裂纹尖端应力的奇异性。

１　理论推导

１１　内聚裂纹模型

根据内聚裂纹模型的特点［１２］，设平面理想

裂纹半长从犪－犱延伸至犪，在裂纹两端形成长度

为犱的内聚区。在犪－犱＜｜狓｜＜犪范围内的内聚

区裂纹面上作用由于原子脱聚而产生的内聚应力

σｃｏｈ，整体裂纹面狊σ（狋）上处处作用表面诱发张力

γ，无穷远处作用均布荷载狆，其大小为狆，如图１

所示。裂纹面上无外载作用，则非局部应力边界

条件可以写为［１８］

狋·狀＝γ （１）

式中：狋为非局部应力张量；狀为裂纹面上单位法

矢量；γ为表面诱发张力，由文献［１８］可知，γ是

由于物体内部非局部长程相互作用截断于裂纹表

面而产生的，并与裂纹面上表面能的变化密切相

关。而在内聚区犪－犱＜｜狓｜＜犪内，必有

狋·狀＝γ＝σｃｏｈ （２）

　　式（２）表示在内聚区内，内聚应力σｃｏｈ和表面

诱发张力γ是等价的。而这在物理上很好解释，

因为σｃｏｈ和γ都是由于材料内部原子间长程相互

作用截断于宏观裂纹表面而形成的，具有相同的

物理本质。这样就将内聚应力与表面诱发张力等

价联系起来，为下文利用理性力学方法推导内聚

力分布规律奠定了基础。

图１　平面内聚裂纹模型

Ｆｉｇ．１　Ｐｌａｎｅｃｏｈｅｓｉｖｅｃｒａｃｋｍｏｄｅｌ

１２　内聚应力解析形式推导

设内聚裂纹模型中裂纹面上不受外载，仅有

表面诱发张力γ（非局部表面残余）作用（如图１

所示），由能量平衡关系，γ做的功等于表面能的

变化，故有

ｄ

ｄ狋∫
狊
σ
（狋）

ψ（狓）ｄ狊σ＝∫
狊
σ
（狋）

γ（狓）·狏（狓）ｄ狊σ （３）

式中：狊σ（狋）为计入内聚区的裂纹整体表面积，其

与时间有关；ｄ狊σ为当前构型下的裂纹面微面元；狓

为狊σ（狋）上任意点坐标；ψ（狓）为裂纹面上各点的表

面能密度函数；ｄ／ｄ狋表示物质时间导数；狏（狓）为

狊σ（狋）上各点的速度，则ｄ狓／ｄ狋＝狏。对式（３）左端

进行一系列推导，最终利用ＧｒｅｅｎＳｔｏｋｅｓ定理得

到表面能在裂纹面上的输运定理形式为

ｄ

ｄ狋∫
狊
σ
（狋）

ψ（狓）ｄ狊σ＝∫
狊
σ
（狋）

［

Δ

ψ·（狀σ狀σ）＋ψ（狀σ·

Δ

）狀σ］·

７９７１
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狏ｄ狊σ＋∫
狊σ
（狋）

［ψ（犐－狀σ狀σ）·狏］·狀犾ｄ犾σ （４）

式中：狀σ为裂纹面狊σ（狋）上的单位法向矢量；狀犾 和

犾σ分别为狊σ（狋）边界曲线狊σ（狋）的单位法向矢量和

切向矢量，如图２所示。

图２　与狊σ（狋）和狊σ（狋）相关的狀σ、狀犾、犾σ

Ｆｉｇ．２　狀σ，狀犾ａｎｄ犾σｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏ狊σ（狋）ａｎｄ狊σ（狋）

对于图１中的平面裂纹而言，裂纹面狊σ（狋）退

化为一条平面曲线Γ，此时狀σ、狀犾和犾σ分别对应Γ

上的单位主、副法向矢量和切向矢量，如图３

所示。

图３　在裂纹曲线上的狀σ、狀犾、犾σ

Ｆｉｇ．３　狀σ，狀犾ａｎｄ犾σｏｎｃｒａｃｋｃｕｒｖｅΓ

由图３可知狀犾 垂直于犗狓狔 平面，则有狀犾·

狏＝０，狀犾·狀σ＝０。联立式（３）和式（４）得

ｄ

ｄ狋∫
狊
σ
（狋）

ψ（狓）ｄ狊σ＝

∫
狊
σ
（狋）

［

Δ

ψ·（狀σ狀σ）＋ψ（狀σ·

Δ

）狀σ］·狏ｄ狊σ＝

∫
狊
σ
（狋）

γ（狓）·狏（狓）ｄ狊σ （５）

　　式（５）对所有狏均成立，因此得到表面诱发张

力γ与表面能密度相关的表述形式为

γ＝

Δ

ψ·（狀σ狀σ）＋ψ（狀σ·

Δ

）狀σ （６）

　　对于Ｉ型平面裂纹，设图３中裂纹曲线Γ上

的曲率半径为犚，则狀σ·

Δ

＝１／犚，又由曲面几何

中梯度的表示形式，最终推得γ的法向分量γ狀
σ
为

γ狀
σ
＝γ·狀σ＝

Δ

ψ·狀σ＋ψ（狀σ·

Δ

）＝狀
σψ＋

ψ
犚

（７）

式中：狀
σ
为裂纹面上的法向导数。经分析可知，

在理想裂纹面０＜｜狓｜＜犪－犱范围内，表面能密

度ψ可视为常数，因此式（７）化简为

γ狀
σ
＝Δ狆＝

ψ
犚

（８）

　　式（８）即为著名的ＹｏｕｎｇＬａｐｌａｃｅ方程，这和

利用微元法对理想裂纹面分析得到的结果是一致

的。而在内聚区部分（犪－犱＜｜狓｜＜犪），由于上下

裂纹面原子相互作用的影响占主导地位，表面能

不再均匀分布，而成为内聚区内裂纹张开位移δ

的函数。联立式（２）和式（７），内聚应力表示为

γ狀
σ
（δ）＝σｃｏｈ（δ）＝狀

σψ（δ）＋
ψ（δ）

犚
（９）

式中：σｃｏｈ为σｃｏｈ在Ｉ型裂纹问题中退化而成的标

量形式。这样就得到Ｉ型裂纹内聚应力σｃｏｈ仅与

材料表面性质相关的本构形式。注意到式（９）完

全是在理性力学框架下推导得到，与唯象的内聚

力表述相比具有更坚实的物理基础。

２　算例及分析

利用第１节推导结果计算一个具体的脆性断

裂的算例，考察Ｉ型裂纹表面能及内聚应力在内

聚区的分布。考虑一块含有裂纹（如图１所示）的

无限大玻璃薄板，有关材料常数为：弹性模量犈＝

６．２×１０４ ＭＰａ，泊松比ν＝０．３，外加无穷远处拉

伸荷载狆＝１８ＭＰａ，设含内聚区的裂纹半长犪＝

１．４ｍｍ。由于式（９）涉及裂纹面上的曲率半径和

法向导数，故需要知道裂纹的形状。对Ｉ型裂纹

而言，可使用其经典位移解来近似描述图１中裂

纹面上的张开位移，即

狌狔 ＝
１＋κ
４μ
狆 犪２－狓槡

２
　　狘狓狘＜犪　（１０）

式中：κ＝（３－ν）／（１＋ν）；μ＝犈／［２（１＋ν）］。由于

材料的内部特征长度远小于宏观裂纹长度，故使

用经典位移形式的合理性可以保证［１９］。此时可

认为裂纹面张开成一个椭圆，即

狓２

犪２
＋

狌２狔

［犪（１＋κ）狆／（４μ）］
２
＝１ （１１）

式中：犪为长半轴；犪（１＋κ）狆／（４μ）为短半轴。为

简便起见，令λ＝（１＋κ）／（４μ），则短半轴犫＝λ狆犪，

狔＝狌狔。由椭圆的几何特点，即可得到裂纹面上各

点的曲率半径及法向导数公式。

对式（９）左端的内聚应力σｃｏｈ进一步处理。由

脆性断裂机制可知［２０］，内聚区裂纹面上单位面积

内σｃｏｈ所做的功犠 全部转化为由于原子脱聚而形
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成的上下裂纹表面的表面能密度ψ，故有

犠 ＝２ψ（δ）＝∫
δ

０
σｃｏｈ（狋）ｄ狋 （１２）

式中：狋为积分参数；注意到δ＝２狌狔，且内聚区内

狌狔 仍满足式（１０）。将式（１２）对δ求导可得

σｃｏｈ＝
ｄ犠
ｄδ
＝２
ｄψ
ｄδ
＝２·

１

２

ｄψ
ｄ狌狔

＝
ｄψ
ｄ狌狔
　（１３）

　　联立式（９）～式（１１）和式（１３），可得到仅在内

聚区成立的关于表面能密度ψ的一阶微分方程为

ｄψ
ｄ狌狔

＋犳（狌狔）ψ＝０

犳（狌狔）＝λ
４
狆
４犪２狌狔／｛［（１＋λ

２
狆
２）狌２狔－

　　狌狔 λ
４
狆
４犪２＋（１－λ

２
狆
２）狌２槡 狔 －

　　λ
４
狆
４犪２］［λ

４
狆
４犪２＋（１－λ

２
狆
２）狌２狔

烍

烌

烎］｝

　（１４）

　　在内聚区末端｜狓｜＝犪处，狌狔＝０，设图１中理

想裂纹尖端｜狓｜＝犪－犱处的裂纹尖端张开位移

（ＣＴＯＤ）值为δｔ，则０＜狌狔＜δｔ／２。但由于内聚区

长度犱 未知，无法由式（１０）得到δｔ。考虑到

｜狓｜＝犪－犱是内聚区与理想裂纹部分的分界点，

其对应的内聚力处于即将消失的临界状态，因此

｜狓｜＝犪－犱处裂纹张开位移δｔ应恰好等于原子

间相互作用的有效距离，即材料内部长程相互作

用的有效半径狉ｃ，也称之为非局部影响半径
［２１］，

由此可得狌狔 在内聚区内的最大值为

狌狔狘狘狓狘＝犪－犱 ＝狉ｃ／２ （１５）

　　狌狔 的定义域界定为［０，狉犮／２］，其中非局部影

响半径狉ｃ是反映材料内部微观特性的一个常数。

联立式（１０）和式（１５）即可求出内聚区长度犱。选

取不同的狉ｃ值进行计算，发现所得结果基本符合

文献［２０］中反映出的狉ｃ和犱的关系，从而可验证

上述处理方法的合理性。

下面对式（１４）进一步无量纲化，令

ψ

＝
ψ

狆犪

狌狔 ＝
狌狔

λ
２
狆
２犪

狉ｃ ＝
狉ｃ

λ
２
狆
２

烍

烌

烎犪

（１６）

　　与式（１４）联立，得到化简的方程形式为

ｄψ


ｄ狌狔
＋犳

（狌狔 ）ψ

＝０

犳
（狌狔 ）＝狌


狔／｛［（１＋λ

２
狆
２）狌２狔 －

　 狌狔 １＋（１－λ
２
狆
２）狌２槡 狔 －１］·

　 ［１＋（１－λ
２
狆
２）狌２狔

烍

烌

烎］｝

　（１７）

　　狌

狔 的取值范围为［０，狉


ｃ／２］。对脆性断裂问

题，δｔ取纳米量级
［２０］，令狉犮＝１０ｎｍ，可得狉


ｃ ＝

２０．０。对式（１７）求数值解，得到内聚区表面能密

度ψ
随张开位移狌狔 的分布曲线，如图４所示。

图４　内聚区表面能密度随裂纹张开位移分布曲线

Ｆｉｇ．４　ＳｕｒｆａｃｅｅｎｅｒｇｙｄｅｎｓｉｔｙｖｓＣＯＤｉｎｃｏｈｅｓｉｖｅｚｏｎｅ

由图４可以看出，由于原子间相互作用的影

响，内聚区内表面能不会像在理想裂纹面上一样

为常数，而是随狌狔 的增大而单调递增，说明张开

位移越大，内聚应力需要做的功就越多，转化成的

表面能也就越大。另外，虽然由图判断表面能的

曲线几乎呈线性递增，但实际上随着位移的增加，

表面能的增长速率是缓慢变小的，这一变化趋势

在表面能密度随内聚区尺寸变化的分布曲线中可

以得到比较清楚的体现。

图５中，狓＝狓／犪为内聚区各点位置的无量

纲坐标，定义域为［１－犱／犪，１］。图５清楚地反映

出了内聚区内表面能的变化趋势，越接近内聚区

与理想裂纹面交界处，表面能增长幅度就越小，有

逐渐趋于常数的趋势。这与理想裂纹面上表面能

均匀分布的性质是一致的，从而证明上述结果的

合理性。

图５　表面能密度随内聚区尺寸分布曲线

Ｆｉｇ．５　Ｓｕｒｆａｃｅｅｎｅｒｇｙｄｅｎｓｉｔｙｖｓｃｏｈｅｓｉｖｅｚｏｎｅｓｉｚｅ

下面考察内聚应力的分布规律，由式（１３）、式

（１６）和式（１７）反解得到无量纲内聚应力为

σ

ｃｏｈ＝λ

２
狆σｃｏｈ＝

ｄψ


ｄ狌狔
＝－犳

（狌狔 ）ψ
 （１８）
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　　由于从式（１７）很难直接解得ψ
的解析形式，

故可根据图４的曲线数值拟合得到内聚区表面能

的二次多项式形式为

ψ

＝犪１狌

２
狔 ＋犪２狌


狔 ＋犪３ （１９）

式中：犪１、犪２ 和犪３ 均为拟合系数，代入式（１８），即

得到内聚应力的近似表示形式为

σ

ｃｏｈ（狌


狔 ）＝－狌


狔 （犪１狌

２
狔 ＋犪２狌


狔 ＋犪３）／

｛［１＋λ
２
狆
２狌２狔 －狌


狔 １＋（１－λ

２
狆
２）狌２槡 狔 －１］·

［１＋（１－λ
２
狆
２）狌２狔 ］｝ （２０）

由式（２０）可绘出内聚应力随裂纹张开位移狌狔 变

化的分布曲线，如图６所示。

图６　内聚应力随裂纹张开位移的分布曲线

Ｆｉｇ．６　ＣｏｈｅｓｉｖｅｓｔｒｅｓｓｖｓＣＯＤｉｎｃｏｈｅｓｉｖｅｚｏｎｅ

由图６可知内聚应力随张开位移的分布曲线

与原子间相互作用力随原子间距变化的规律类

似，体现出内聚区内原子内聚力起主要作用的特

点。整 体 变 化 趋 势 符 合 Ａ．Ｎｅｅｄｌｅｍａｎ
［１０］和

Ｖ．Ｔｖｅｒｇａａｒｄ
［１１］等的结论，在内聚裂纹尖端｜狓｜＝

犪处为零，而后随狌狔 增加而迅速增大，在距裂纹

尖端不远处达到峰值，因此最大应力值并非如经

典弹性理论预测的那样发生在理想裂纹尖端

｜狓｜＝犪－犱处，而是在裂纹前缘的内聚区中出现，

并且无奇异性，这与 Ａ．Ｓｉｍｏｎｅ等在非局部理论

框架下处理裂纹问题得到的结论［２２］是一致的。

当内聚应力达到峰值后，随着张开位移持续

增加，应力值开始缓慢减小，呈现出明显的软化特

征，说明内聚区本质上为裂纹前缘的应力屈服区

域。在理想裂纹尖端｜狓｜＝犪－犱处应力减小至有

限值，消除奇异性，体现出内聚裂纹模型的物理特

性。另外注意到算例中所研究的玻璃是脆性材

料，由脆性材料的损伤特性可知，其应力在软化阶

段一般不会随变形的增大而一直减小到零，而本

文的结果则体现了这一物理事实。因此，图６给

出的内聚应力分布规律是比较准确、合理的。

３　结　论

（１）通过能量平衡关系，推导得到裂纹面上

表面能的输运定理形式，将其用于平面内聚裂纹

模型，得到仅与材料表面性质相关的内聚应力本

构方程。与以往的研究不同，这一结果完全是在

理性力学框架下推导得到的，因此较之唯象内聚

模型具有更坚实的物理基础。新的内聚力函数充

分考虑了裂纹尖端附近微观结构对内聚力分布的

影响，且与以往的内聚力分布规律相比含有较少

的未知参数，更易于确定其具体形式。

（２）在理论推导的基础上，通过具体算例揭

示内聚区表面能与内聚应力随裂纹张开位移狌狔

变化的分布规律。其中，内聚裂纹面上表面能的

变化情况在以前的研究中很少涉及。在内聚区

内，由于原子内聚力的影响，表面能与尺寸相关，

将随着张开位移的增大而单调递增，但其增长速

率将逐渐变小，越接近理想裂纹面，表面能将越趋

于常数，这与理想裂纹面上原子间作用可忽略的

前提是一致的。

（３）内聚应力随张开位移的分布曲线与原子

间相互作用力随原子间距变化的规律类似，体现

出原子内聚力起主要作用的特点。由计算结果可

以发现裂纹尖端应力奇异性消除，且应力最大值

不一定出现在裂纹尖端，而是发生在裂纹尖端周

围的内聚区内，从而通过新的内聚力分布函数验

证了Ａ．Ｓｉｍｏｎｅ等在非局部理论框架下处理裂纹

问题得到结论的正确性。当内聚应力达到峰值

后，随着张开位移持续增加，应力值开始缓慢减小

至有限值，呈现出软化特征。由脆性材料的损伤

特性可知，应力在软化阶段一般不会随着变形的

增大而减小到零，本文的结果则反映了这一物理

事实。
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