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摘　要: 通过对 NURBS 曲线权因子几何属性的深入分析, 给出了一个直观、简洁和客观计算权因子的一般

方法; 在此基础上, 提出了利用线性插值法和嵌入 ANN 算法的自动计算 NURBS 权因子的具体方法。根据

NURBS 控制多边形的形状以及曲线的形状约束条件 ,自动计算出 NURBS 曲线的一组初始权因子。
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Abstract: This paper fir st presents a gener al w ay of calculating the weights o f NURBS; the given method is

of v isualizat ion, conciseness and objectivity . Then ano ther tw o practical met hods, in w hich linear interpola-

tion and ar tificial neuron netwo rk ( ANN ) alg or it hms are used, ar e also intr oduced. These methods can calcu-

lat e a gr oup of initial weights o f NU RBS automatica lly according to the shape of the contr ol po lyg on and the

shape-const raint s o f the cur ves.
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　　NURBS 曲线曲面被 ST EP 规定为 CAD /

CAM 曲线曲面造型、计算机图形学等领域的标

准形式。由于增加了权因子对形状的调节关系,

NURBS 在比 BB 曲线曲面( Bezier , B- 样条)具

有更加灵活的控形手段的同时,也给设计者带来

一定的不便。这是因为设计者既要确定 NURBS

的控制顶点又面临着一个尚未彻底解决的问题

——权因子的选择
[ 1～6]
。

本文根据 NURBS 权因子对形状影响的特

性,给出了利用线性插值和嵌入 ANN 的自动计

算 NURBS 权因子的方法。

1　自动求解 NURBS权因子的原理、算法

1. 1　选择 NURBS 曲线权因子的一般方法

设对于给定的控制点列 P i ( i= 0, 1, ⋯, n)以

及节点序列 U= {u0, u1 ,⋯, um} (m= n+ p + 1)所

定义的 p 次 I ( I= n- p+ 1)段 NURBS 曲线

R ( u) =
∑
n

i= 0
�iP iN i,p ( u)

∑
n

i= 0
�iN i,p ( u)

的权因子矢量为W= ( �0, �1 ,⋯, �n)。

现在研究如何根据形状约束条件选择一组合

适的初始权因子。为此不妨假定 I= 1。

设 P 为控制点列的一个顶点; w 是与 P 对

应的权因子; CB 是 w= 0的曲线; CI 是 w= 1的

曲线; CN 是为其他情况的曲线; D 0DN 是 CI 的端

点。根据 NURBS 的性质, 存在过 P 点的 1条直

线 PB 与 3 条曲线分别交于 N , I , B (如图 1 所

示) ,并且具有如下交比( Cross-rat io)性质
[ 4]

w =
P I

IB
∶

PN

N B
( 1)

图 1　NURBS 的交比性质

Fig . 1　Cross-ratio pr oper ty o f NURBS curves

　　式( 1)表明权因子 w 与曲线对顶点 P 的靠近

程度有关。同时也可以看出,式( 1)右边的各种几

何量完全依赖于 NURBS 参数的确定, 预先计算

性差,因此一般不采用式( 1)计算 NURBS 的初始

权因子。下面的几何变换将 w 与一些可以预先计
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算的固定量建立联系。这些固定量也能够客观地

反映曲线到顶点之间的距离关系。

如图 1所示, 作PB 0垂直于D 0D n, 连接BB0 ,

作II 0 , NN 0平行于BB 0; 那么利用相似三角形的

性质,变换式( 1)得

w =
P I 0

I 0B 0
∶

PN 0

N 0B 0
=

B 0N 0

N 0P
�P I 0
I 0B 0

　　对于给定的控制多边形而言, 上式右边的第

2个因子是一个定数 �, 即

w = �B 0N 0

N 0P
= �

B0P - N 0P

N 0P
( 2)

由于 �决定于PB的选择,因此可以选取 �= 1。设

PN 0=  PB 0,则式( 2)为

w = ( 1/  - 1) ( 3)

　　不难看出, 上式的几何意义与权因子的几何

意义完全一致。由于PB 0是可预先计算的, 即 w

也是可预先计算的,因此可以得到计算权因子的

一般算法

第 1 步　确定各个顶点 P i 附近曲线靠近顶

点的程度 != {  0 ,  1, ⋯,  n} ;
第 2步　由式( 3)计算权因子W= {w 0 , w 1 ,

⋯, w n}

显而易见,这种选择方法简洁、直观、客观。

1. 2　基于插值法的自动求解方法

由于在实际设计中,设计者不可能给出每个

控制点附近曲线靠近或离开的信息, 也无法采用

相对距离来描述其设计意图,因此要对上节的方

法在技术上进行改进。考虑到一般设计者可以给

定曲线与控制点之间远近变化的范围,因此可以

采用如下线性插值的方法。

设曲线离 P i, P j 的距离分别为 l i, lj , 是曲线

到对应控制顶点的最大、最小距离。控制点 P i( i

= 0, 2, ⋯, n)到D 0D n的距离分别为 L i (如果 P0 ,

Pn 在D 0D n上, 则取 l 0= P 0D 0, l n= PnD n)

令 l ( x ) =
x - l j

li - l j
l i +

x - li

lj - li
l j　x ∈ [ li , lj ]

取 x k = li +
lj - li

n
k, k = 0, 1,⋯, n

lk ( x ) =
x k - l j
li - l j

li +
x k - li
l j - l i

lj

计算  k = l k/ L k, 　k = 0, 1, 2,⋯, n

再计算w k = 1/ k - 1,　k = 0, 1, 2, ⋯, n

易知 w j < w k < w i ,　k = 0, 1, 2, ⋯, n

能够满足约束条件。

1. 3　嵌入 ANN 的自动计算方法

艺术造型的设计者们经常希望在给定一些特

殊的形状制约点之后, 其他点更加随便一些。此时

规律性较强的线性插值计算可能需要反复调整才

能符合设计意图。由于 “设计意图”本身具有模糊

的因素, 因此可以利用 ANN 在处理模糊问题优

势,采用嵌入 ANN 的方法。

假定设计者对曲线在某些控制点附近的距离

给出了部分约束

l = { lj ( P k) � j = 1, 2,⋯,M ,

　　　　P k ∈ {P 0, P 1, ⋯, P n} }

并且要求曲线在其他控制点附近的变化幅度在上

述约束界定的范围之内。根据 ANN 算法的特点,

采用两层 BP 网络够根据约束信息将一个随机矢

量 X= { x 0 , x 1 , ⋯, x n}自动生成一组符合形状要

求的权因子矢量。由于 ANN 的一般行为是先训

练后利用训练好的网络处理信息以得到期望的结

果,在输出上具有相似或类别化的特点,因而采用

经典的“训练- 使用”方式将会使不同的曲线得到

性质相似的权因子, 不符合 CAD/ CAM 实践要

求。如果 ANN 的训练(迭代)计算过程作为一个

中间环节嵌入到计算权因子的过程中,就能根据

每条曲线的具体约束动态地训练网络以实时计算

出所需结果。这就是“嵌入 ANN”的方法。这种方

法是把 ANN 的计算思想和方法引进作为一个解

决模糊问题的途径,它的本质是一种广义迭代法。

该算法有 3个主要环节。

( 1)准备阶段　 完成如下计算:

� 将形状约束条件转换为距离约束。

l= { lj( Pk ) � j= 0, 1,⋯, M , P k∈{ P 0, P 1,⋯,

Pn} } � L= {L 0 , L 1,⋯, LM }

� 计算 lmin= min( L ) , lmax= max ( L )。

 计算与约束条件对应的 M 个权因子

fo r( i= 0; i< M ; i+ + )

{ i= L i( P k) / Li( Pk ) ; w i= 1/ i+ 1; }
( 2) 网络初始化　 建立两层 BP 网络以准备

计算余下的 N - M 个权因子。主要工作是依据两

层 BP 网络模型随机产生耦合系数矩阵 ∀ 0 =

( #0ij ) NN以及输入样本 X= ( x 0, x 1, ⋯, x N ) ( N = N

- M ) ; 初始化神经原的阈值。

( 3) 嵌入计算

void ANNCalc( M , N, x , v , #, w )
　unsigned M, N;

　f loat * x , * v, * * #, * w ;
{　 for( i= 0; i< N; i+ + )

　for ( j= 0; j< N ; j+ + )
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　{ yi ( k) =∑
N

j= 0#ijxi ( k) + vi;

　w i( k) = f ( yi( k) ) ; }

　for ( j= 0; j< N ; j+ + )

　{  i( k) = 1/ ( w i( k) + 1) ;

　li=  i( k) * L i; }

　for ( i= 0; i< N; i+ + )

　if ( fabs( lmax- lmin ) > EPSILON && li< lmin

�� li> lmax )
　{ M odiFy( #ij, M ) ;
　 ANNCalc( M , N, x, v, #, w ) ;
　 } else Output ( w ) ;

}

2　应用实例

前面给出的计算 NURBS 权因子的方法能够

根据设计者给定的形状约束条件自动计算出一组

初始权因子以确定 NURBS的初始形状。设计者

可以在此基础上确定是否需要进一步修形( fair-

ing )。笔者近年来在开发“IGES转换器及初级曲

面造型系统”的过程中, 采用了这些的方法, 效果

不错。图 2、图 3是分别采用线性插值和嵌入

ANN 计算 NURBS 曲线权因子的实验数据, 图 4

是笔者开发的曲面造型系统所构造的一个 CAD

模型。

图 2　线性插补法计算权因子

F ig . 2　Comput ed w eights by linea r interpolation

图 3　嵌入 ANN 计算权因子

F ig . 3　Computed w eight s by ANN-embedded method

图 4　基于 NURBS 曲面的 CAD模型

Fig . 4　A CAD model based on NU RBS sur face
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