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摘要：讨论了求实对称矩阵的特征值的经典Ｊａｃｏｂｉ方法，通过一系列的正交相似变换将实对称矩阵化为对角矩阵，从而
求出全部特征值和相应的特征向量。文中给出所有正交变换的计算公式，并用ＭＡＴＬＡＢ编程实现，为实际问题的计算提
供了简单实用的计算工具。
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　　特征值问题的解法有两类，即迭代法和变换法。前者算法简单易于编程，但仅适用于求模最大或最小特

征值及相应的特征向量；后者是将矩阵通过相似变换化矩阵为特殊形式，如将对称矩阵三对角化，以及将一

般矩阵化为上Ｈｅｉｓｅｎｂｅｒｇ矩阵，然后再求这两种特殊形式矩阵的特征值。作相似变换后所得矩阵的特征值

与原矩阵的特征值相同，但特征向量与矩阵的特征向量一般不同，需要记忆所作过的变换。因此，变换法的

算法和编程较复杂，但其优点是可求全部或部分特征值及相应的特征向量。经典的 Ｊａｃｏｂｉ方法是一种求实

对称矩阵的全部特征值及相应特征向量的方法，它是通过一系列的正交相似变换，将实对称矩阵化为对角矩

阵，并进而求出全部特征值及相应特征向量。本文将讨论经典Ｊａｃｏｂｉ方法的算法，并用ＭＡＴＬＡＢ编程实现。

１　经典的Ｊａｃｏｂｉ方法

设Ａ∈Ｒｎ×ｎ是实对称矩阵，则正交矩阵Ｒ∈Ｒｎ×ｎ使得
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Ｒ－１ＡＲ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）， （１）

其中｛λｉ｝
ｎ
ｉ＝１是Ａ的ｎ个实特征值，而矩阵Ｒ的第ｊ列ｒ（ｊ）为Ａ的相应于特征值λｊ的特征向量ｕｊ（ｊ＝１，

２，…，ｎ）。

但是，由于通过实际计算不可能准确地给出正交矩阵Ｒ，因而需要借助平面旋转矩阵，对Ａ进行一系列

的正交相似变换，以实现矩阵Ａ的对角化。

定义　称矩阵

Ｇｉｊ（θ）＝
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第ｉ行

第ｊ行

（２）

为ｎ维空间Ｒｎ中（ｉ，ｊ）平面上的旋转矩阵或Ｇｉｖｅｎｓ矩阵。

经典Ｊａｃｏｂｉ方法的基本思想是：对矩阵Ａ０＝Ａ，构造一系列的平面旋转矩阵Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｋ，并计算：

Ａｋ＝ＧｋＡｋ－１Ｇ
Ｔ
ｋ　　（ｋ＝１，２，…）。 （３）

则当ｋ→∞时，有Ａｋ→ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）。注意到矩阵的Ｆ范数‖Ａ‖Ｆ是正交不变量，因此要使Ａ近似对

角化，就应使对角元的平方和尽可能的增大。假设已对矩阵 Ａ进行了 ｋ－１次变换，得到矩阵 Ａｋ－１＝

（ａｉｊ
（ｋ－１））ｎ×ｎ，则将平面旋转矩阵Ｇｋ＝Ｇｐｑ（θ）代入（３）中，并比较其左右两端元素得

ａ（ｋ）ｐｐ ＝ａ
（ｋ－１）
ｐｐ ｃｏｓ２θ＋２ａ（ｋ－１）ｐｑ ｃｏｓθｓｉｎθ＋ａ（ｋ－１）ｑｑ ｓｉｎ２θ

ａ（ｋ）ｐｑ ＝ａ
（ｋ－１）
ｐｐ ｓｉｎ２θ－２ａ（ｋ－１）ｐｑ ｃｏｓθｓｉｎθ＋ａ（ｋ－１）ｑｑ ｃｏｓ２θ

ａ（ｋ）ｐｑ ＝
１
２（ａ

（ｋ－１）
ｑｑ －ａ（ｋ－１）ｐｐ ）ｓｉｎ２θ＋ａ（ｋ－１）ｐｑ ｃｏｓ２









 θ

（４）

ａ（ｋ）ｐｉ ＝ａ
（ｋ）
ｉｐ ＝ａ

（ｋ－１）
ｉｐ ｃｏｓθ＋ａ（ｋ－１）ｉｑ ｓｉｎθ　　　（ｉ≠ｐ，ｑ）

ａ（ｋ）ｑｉ ＝ａ
（ｋ）
ｉｑ ＝－ａ

（ｋ－１）
ｉｐ ｓｉｎθ＋ａ（ｋ－１）ｉｑ ｃｏｓθ （ｉ≠ｐ，ｑ{ ）

（５）

ａ（ｋ）ｉｊ ＝ａ
（ｋ－１）
ｉｊ 　　　（ｉ，ｊ≠ｐ，ｑ） （６）

变化了的ｐ，ｑ行（列）的元素间满足关系式

ａ（ｋ）[ ]ｐｉ
２＋ ａ（ｋ）[ ]ｑｉ

２＝ ａ（ｋ－１）[ ]ｐｉ
２＋ ａ（ｋ－１）[ ]ｑｉ

２　　（ｉ≠ｐ，ｑ）。

根据矩阵的Ｆ范数的正交不变性，有

ａ（ｋ）[ ]ｐｐ
２＋ ａ（ｋ）[ ]ｑｑ

２＋２ａ（ｋ）[ ]ｐｑ
２＝ ａ（ｋ－１）[ ]ｐｐ

２＋ ａ（ｋ－１）[ ]ｑｑ
２＋２ａ（ｋ－１）[ ]ｐｑ

２。

Ａｋ与Ａｋ－１相比，其对角元的模平方和最多增加２ａ
（ｋ－１）[ ]ｐｑ

２，而且只有当θ满足ａ（ｋ）ｐｑ ＝０时才能达到。为了使

Ａｋ的对角元的模平方和尽可能地增加，在第ｋ步计算过程中，要选Ａｋ－１的模最大的非对角元 ａ
（ｋ－１）
ｐ０ｑ０ ，并构造

适当的平面旋转矩阵 Ｇｐ０ｑ０（θ）＝Ｇｋ，使得 Ａｋ＝ＧｋＡｋ－１Ｇ
Ｔ
ｋ的元（ｐ０，ｑ０），ａ

（ｋ）
ｐ０ｑ０＝

１
２（ａ

（ｋ－１）
ｑ０ｑ０ －ａ（ｋ－１）ｐ０ｐ０ ）ｓｉｎ２θ＋

ａ（ｋ－１）ｐ０ｑ０ ｃｏｓ２θ＝０。如上选法可以保证Ａ的对角元的模平方和以最快速度增加。由于Ａ的元素ａｉｊ在某一步变

换化为０后，在以后的变换中有可能变为非０。因此，一般很难在经有限次变换后将给定的矩阵Ａ化为对角

０２
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矩阵，但有如下的收敛性定理。

定理１　按经典Ｊａｃｏｂｉ方法生成的矩阵序列｛Ａｋ｝的非对角元素均收敛于０，即ｌｉｍｋ→∞Ａｋ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）。

证明：见文献［１］。

２　算法

本算法的主要部分及计算公式为

（１）选定Ａｋ－１＝（ａ
（ｋ－１）
ｉｊ ）中的元素ａ（ｋ－１）ｐ０ｑ０ 使得｜ａ

（ｋ－１）
ｐ０ｑ０ ｜＝ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ

１≤ｊ≤ｉ－１

｜ａ（ｋ－１）ｉｊ ｜。

（２）确定旋转矩阵 Ｇｋ使 θ满足 ｔａｎ２θ＝
２ａ（ｋ－１）ｐ０ｑ０

ａ（ｋ－１）ｐ０ｐ０ －ａ
（ｋ－１）
ｑ０ｑ０

（｜θ｜≤ π４）。当 ａ（ｋ－１）ｐ０ｐ０ ＝ａ（ｋ－１）ｑ０ｑ０ 时，取

θ＝π４ｓｉｇｎ（ａ
（ｋ－１）
ｐ０ｑ０ ）。否则Ｇｋ的ｓｉｎθ，ｃｏｓθ分别取为ｃｏｓθ＝１／ １＋ｔａｎ

２
槡 θ＝１／ １＋ｔ槡

２，ｓｉｎθ＝ｔｃｏｓθ。

其中ｔ＝ｔａｎθ＝ｓｉｇｎ（ｃ）·（－｜ｃ｜＋ １＋ｃ槡
２），ｃ＝ｃｏｔ２θ＝

ａ（ｋ－１）ｐ０ｐ０ －ａ
（ｋ－１）
ｑ０ｑ０

２ａ（ｋ－１）ｐ０ｑ０

。

（３）按式（４）～（６）计算Ａｋ。

（４）特征向量的计算

注意到Ａｋ的计算格式，有 Ａｋ＝ＧｋＧｋ－１…Ｇ１ＡＧ
Ｔ
１Ｇ

Ｔ
２…Ｇ

Ｔ
ｋ，记 Ｒ

Ｔ
ｋ＝ＧｋＧｋ－１…Ｇ１，并设 Ｒ０＝Ｉ，则有 ＡＲｋ＝

ＲｋＡｋ，Ｒｋ＝Ｒｋ－１·Ｇ
Ｔ
ｋ（７）。在计算Ａｋ的同时，可按（７）式计算生成序列｛Ｒｋ｝，并且当 ｋ→∞时，Ｒｋ的各列就

是近似特征向量。Ｒｋ＝（ｒ
ｋ
ｉｊ）的计算格式为：

ｒ（ｋ）ｉｐ ＝ｒ
（ｋ）
ｉｐ ｃｏｓθ＋ｒ

（ｋ）
ｉｑ ｓｉｎθ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

ｒ（ｋ）ｉｑ ＝－ｒ
（ｋ－１）
ｉｐ ｓｉｎθ＋ｒ（ｋ－１）ｉｑ ｃｏｓθ　　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

ｒ（ｋ）ｉｊ ＝ｒ
（ｋ－１）
ｉｊ 　　　（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ≠ｐ，ｑ

{
）

（８）

设Ａ∈Ｒｎ×ｎ是实对称矩阵，则其全部特征值的近似值及相应近似特征向量可由ＭＡＴＬＡＢ程序求得。

限于篇幅，源程序略。

３　计算实例

例　求实对称矩阵Ａ＝

１０ ８ １２ －９ ７
８ －７ ０ １１ ５
１２ ０ －６ ９ １２
－９ １１ ９ －３ ５













７ ５ １２ ５ －９

的全部特征值及对应的特征向量。

解：在ＭＡＴＬＡＢ命令窗口输入Ａ，执行程序Ｊａｃｏｂｉ后，有下面的结果。

＞＞Ａ＝［１０，８，１２，－９，７；８，－７，０，１１，５；１２，０，－６，９，１２；－９，１１，９，－３，５；７，５，１２，５，－９］

＞＞［Ｄ，Ｖ］＝Ｊａｃｏｂｉ（Ａ）

Ｄ的对角线即为近似的特征值

Ｖ的列向量为相应的近似特征向量

Ｄ＝ ２３．７２２９ ０ ０ ０ ０
０ －５．５４９６ ０ ０ ０
０ ０ －２７．１２１４ ０ ０
０ ０ ０ １１．０３７２ ０
０ ０ ０ ０ －１７．０８９１

（下转第１００页）
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４　结论

经典Ｊａｃｏｂｉ方法的计算工作量非常大，利用此程序容易计算实对称矩阵的全部特征值及对应的特征向

量，经过验证程序正确无误，给实际问题的应用和教学提供了简单实用的计算工具。
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