
第４１卷　第１期 测　绘　学　报 犞狅犾．４１，犖狅．１
　２０１２年２月 犃犮狋犪犌犲狅犱犪犲狋犻犮犪犲狋犆犪狉狋狅犵狉犪狆犺犻犮犪犛犻狀犻犮犪 犉犲犫．，２０１２

ＳＵＮＨａｉｙａｎ，ＨＵＡＮＧＨｕａｂｉｎｇ，ＷＡＮＧＸｉｎａ．ＬｏｃａｌＡｎａｌｙｓｉｓＭｅｔｈｏｄｏｎＧｒｏｓｓＥｒｒｏｒｏｆＭｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＡｄｊｕｓｔｍｅｎｔＰｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＡｃｔａＧｅｏ

ｄａｅｔｉｃａｅｔＣａｒｔｏｇｒａｐｈｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１２，４１（１）：５４５８．（孙海燕，黄华兵，王喜娜．多维平差问题粗差的局部分析法［Ｊ］．测绘学报，２０１２，４１（１）：

５４５８．）

多维平差问题粗差的局部分析法
孙海燕，黄华兵，王喜娜

武汉大学 测绘学院，湖北 武汉４３００７９

犔狅犮犪犾犃狀犪犾狔狊犻狊犕犲狋犺狅犱狅狀犌狉狅狊狊犈狉狉狅狉狅犳犕狌犾狋犻犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犃犱犼狌狊狋犿犲狀狋犘狉狅犫犾犲犿

犛犝犖犎犪犻狔犪狀，犎犝犃犖犌犎狌犪犫犻狀犵，犠犃犖犌犡犻狀犪

犛犮犺狅狅犾狅犳犌犲狅犱犲狊狔犪狀犱犌犲狅犿犪狋犻犮狊，犠狌犺犪狀犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犠狌犺犪狀４３００７９，犆犺犻狀犪

犃犫狊狋狉犪犮狋：犃狊犱犲犿狅狀狊狋狉犪狋犲犱犫狔犪狀犲狓犪犿狆犾犲狅犳犪犾犲狏犲犾犻狀犵狀犲狋狑狅狉犽，犲狓犻狊狋犻狀犵犿犲狋犺狅犱狊狅犳犮狅狉狉犲犮狋犻狀犵犵狉狅狊狊犲狉狉狅狉狊犫犪狊犲犱狅狀狉犲

狊犻犱狌犪犾狊犺犪狏犲犪犳犲狑狊犺狅狉狋犮狅犿犻狀犵狊犻狀犮犾狌犱犻狀犵狋犺犲犱犲狆犲狀犱犲狀犮犲狅狀狋犺犲犾狅犮犪狋犻狅狀狅犳犵狉狅狊狊犲狉狉狅狉狊狑犻狋犺犻狀狋犺犲犾犲狏犲犾犻狀犵狀犲狋狑狅狉犽．犜狅

犪犱犱狉犲狊狊狋犺犲狊犲狆狉狅犫犾犲犿狊，犾狅犮犪犾犪狀犪犾狔狊犻狊犿犲狋犺狅犱（犔犃犕）犻狊狆狉狅狆狅狊犲犱．犐狀犿狌犾狋犻犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犪犱犼狌狊狋犿犲狀狋狆狉狅犫犾犲犿，犪狀狅犫狊犲狉狏犲犱

狇狌犪狀狋犻狋狔狌狊狌犪犾犾狔犮犪狀犫犲犲狓狆狉犲狊狊犲犱犪狊犳狌狀犮狋犻狅狀狅犳狅狋犺犲狉狅犫狊犲狉狏犲犱狇狌犪狀狋犻狋犻犲狊．犜犺犲狀犻狋犮犪狀犫犲狅犫狋犪犻狀犲犱犪犵狉狅狌狆狅犳犻狀犱犲狆犲狀

犱犲狀狋狅犫狊犲狉狏犲犱狏犪犾狌犲狊狅犳狋犺犲狅犫狊犲狉狏犲犱狇狌犪狀狋犻狋狔，狑犺犻犮犺犻狀犮犾狌犱犲狊狅犫狊犲狉狏犲犱狏犪犾狌犲犮狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵狋狅狋犺犲狅犫狊犲狉狏犲犱狇狌犪狀狋犻狋狔犪狀犱

犳狌狀犮狋犻狅狀狊狅犳狅狋犺犲狉狅犫狊犲狉狏犲犱狏犪犾狌犲狊．犃狀犱犪狀犪狆狆狉狅犪犮犺狋狅狊犲犪狉犮犺犳狌狀犮狋犻狅狀狊犫犪狊犲犱狅狀狋犺犲犱犲狊犻犵狀犿犪狋狉犻狓犻狊犵犻狏犲狀．犛狅犻狋犮犪狀犫犲

犱犲狋犲狉犿犻狀犲犱犪犮犮狅狉犱犻狀犵狋狅狀狌犿犫犲狉狅犳犻狀犱犲狆犲狀犱犲狀狋狅犫狊犲狉狏犲犱狏犪犾狌犲狊狑犺犲狋犺犲狉狋犺犲狅犫狊犲狉狏犲犱狏犪犾狌犲犮犪狀狋狅犾犲狉犪狋犲犵狉狅狊狊犲狉狉狅狉．犃

犿犲狋犺狅犱犫犪狊犲犱狅狀犔犃犕犻狊犪犾狊狅犱犲狏犲犾狅狆犲犱狋狅犱犲狋犲犮狋犵狉狅狊狊犲狉狉狅狉狊．犉犻狀犪犾犾狔，狋犺犲犱犲狋犲犮狋犻狅狀犿犲狋犺狅犱犪狀犱犔犃犕犪狉犲犱犲狋犪犻犾犲犱犻狀犪狀

犲狓犪犿狆犾犲狅犳犪犵狅狀犻狅犿犲狋狉犻犮狀犲狋狑狅狉犽．

犓犲狔狑狅狉犱狊：犾狅犮犪犾犪狀犪犾狔狊犻狊犿犲狋犺狅犱；狉犲狊犻犱狌犪犾；狆狅狊犻狋犻狅狀狅犳犵狉狅狊狊犲狉狉狅狉；犮狅犿犫犻狀犲犱狅犫狊犲狉狏犲犱狏犪犾狌犲；犵狉狅狊狊犲狉狉狅狉犱犲狋犲犮狋犻狅狀；狋狉狌犲

犲狉狉狅狉

摘　要：用一个水准网说明依据改正数进行粗差处理可能导致错误，而且粗差能否被正确处理与其所处位置有关。为解

决此问题，提出局部分析法。局部分析法从多维平差问题的函数模型出发，根据设计矩阵得到一个被观测量的多个独立

观测，包括被观测量的观测值和其他观测值的函数，并给出根据平差问题的设计矩阵确定这些函数的方法。根据被观测

量的独立观测数即可判断其观测值能否容忍粗差。在此基础上提出一种基于局部分析法的粗差探测方法，最后给出一

个测角网示例。
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１　引　言

由于仪器、测量环境和观测人员等方面的原

因，观测值有时会包含粗差。如果观测值中含有

粗差，采用最小二乘法进行平差时，粗差的存在不

可避免会对平差结果产生不利影响，甚至导致错

误的结果。这个结论已经得到理论上的证明和实

践的验证。

现在已经有许多方法来消除或减弱粗差的影

响。这些方法通常分为两类。一类是依据统计学

原理对粗差进行探测与定位并将其剔除，这方面

的研究以文献［１］的粗差探测法为代表。另一类

是稳健估计（又称抗差估计），这种方法不需要对

粗差进行定位与剔除，而是选择适当的估计方法

（如犔１ 范数最小估计、犕 估计等），使得估计结果

不受或少受粗差的影响。在实际计算中，这些方

法大都是通过给含有粗差的观测值一个较小的

权，从而减小该观测值在平差中的作用。常用的

方法主要是选权迭代法，如丹麦法、文献［２］提出

的验后方差估计法和文献［３—５］提出的ＩＧＧ方

案。实际上这两类方法都依赖于通过平差计算得

到的改正数，而含有粗差的观测值并不一定得到

较大的改正数，因而有时会造成误判。也有研究

人员从真误差出发，提出了有益的方法。文献［６］

提出了多维粗差同时定位定值法（ＬＥＧＥ法），文

献［７］提出了粗差的拟准检定法（ＱＵＡＤ法）。使

用ＬＥＧＥ法和 ＱＵＡＤ法都需要进行平差计算，

同样也受到改正数的影响，比如作为ＬＥＧＥ法判

断依据的单位权中误差是改正数的函数，ＱＵＡＤ

法选择拟准观测的指标也是改正数的函数。
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实际上，在处理粗差之前应该分析多维平差

问题中是否存在一类观测值，出现在其中的粗差

是不可发现或无法定位的。粗差处理方法不能有

效处理这类粗差，故其对平差结果可能会产生较

大影响。能否发现某个观测值中的粗差，或者消

除或减弱其影响，不仅取决于多余观测数等全局

性指标，而且与粗差出现的位置有关。关于粗差

所处位置对粗差处理的影响，文献［８］曾提出杠杆

观测的概念，指出不论实际误差如何，杠杆观测只

得到低改正，这使得杠杆观测含有的粗差比其他

位置的粗差难于发现。

综上所述，本文试图建立一种局部的粗差分

析方法，不依赖于平差计算和改正数，确定出现在

某个位置的粗差是否可以被发现和定位，并且在

此基础上给出一种粗差探测方法。

２　局部分析法

在讨论局部分析法之前，先分析一个水准网，

如图１所示。

图１　水准网

Ｆｉｇ．１　Ｌｅｖｅｌｉｎｇｎｅｔｗｏｒｋ

图１中，犃点高程已知，其余８点高程待求，

观测值等精度，观测方向如箭头所示。

无论观测值取何值，犺１ 的改正数为０，犺３ 和

犺７ 的改正数大小相等。

假设水准网中只有一个粗差。若犺１ 含有粗

差，则根据改正数不可能发现粗差。若粗差出现在

犺３ 或犺７ 上，则必然导致错误。由于犺３ 和犺７ 的改

正数大小相等，结果只能是犺３ 和犺７ 都有粗差或者

都没有粗差，这两种结果都与实际情况不符。

从图１水准网的分析可以看出，粗差能否被

正确处理与其位置密切相关。基于此，本文提出

多维平差问题粗差的局部分析法。

２．１　局部分析法原理

局部分析法的主要思路是从局部考察一个观

测值，讨论平差问题能否容忍出现在其中的粗差。

具体做法是将局部化作一个一维问题，再应用一

维问题粗差分析的结论进行讨论。

首先，给出一维问题粗差分析的结论。设

对一个真值未知的被观测量进行 犿 次观测。

犿＝１时，观测值的真值未知，故其含有的粗差是

不可发现的。犿＝２时，两个观测值之差的理论

值为０，比较观测值即可确定二者是否含有粗

差，但无法确定谁含有粗差。犿≥３时，根据稳

健估计中位数法，如果观测值中含有犽（０＜犽＜

犿／２）个粗差，那么中位数是正常观测值，故粗差

可以全部定位；如果含有犽（犽≥犿／２）个粗差，则

不能定位。

对于多维平差问题，比较一个被观测量的观

测值与其组合观测，可发现观测值和组合观测是

否含有粗差。组合观测定义为：设狊为多维平差

问题的一个被观测量，其观测值为犔，如果存在其

他被观测量狊１、狊２、…、狊犿（对应观测值为犔１、犔２、…、

犔犿）的函数犳满足犳（狊１，狊２，…，狊犿）＝狊，则称犳（犔１，

犔２，…，犔犿）为狊的组合观测。另外，一维问题的

粗差分析要求观测值是误差独立的，所以在多维

平差问题的粗差分析中使用的组合观测也应当是

误差独立的，即要求所有组合观测两两之间没有

公共观测值。根据组合观测确定误差独立组合观

测以后，即可将误差独立组合观测与观测值看做

对被观测量的重复观测，从而可以应用一维问题

的结论分析被观测量。

设狊为多维平差问题的一个被观测量，其观

测值为犔。记狊的误差独立组合观测数为犿１，包

含观测值和误差独立组合观测的总独立观测数为

犿２。根据犿１ 的取值讨论如下：

（１）犿１＝０时，犿２＝１，由一维问题结论可知

观测值含有的粗差是不可发现的。

（２）犿１＝１时，犿２＝２，可以发现粗差但不能

定位。

（３）犿１≥２时，犿２≥３，如果被观测量犽（０＜

犽＜犿２／２）个独立观测含有粗差，那么可以定位

粗差。

局部分析法的关键是计算被观测量的误差独

立组合观测数。下面给出根据多维平差问题函数

模型确定误差独立组合观测数的一般方法。

２．２　误差独立组合观测

多维平差问题的函数模型为

犔
～

狀×１
＝犅
狀×狋
　犡
～

狋×１
＋犱
狀×１

（１）

５５
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式中，犔
～

为被观测量；犡
～

为待求参数；犅 为设计矩

阵；犱为常数项。

可从犅中选取狋行组成矩阵犅２（狋×狋），使得

犅２ 可逆，余下的狀－狋行构成矩阵犅１。按此选法

可得对应的犔１
～

、犔２
～

、犱１ 和犱２，于是式（１）可写为

犔１
（狀－狋）×１

～

＝ 犅１
（狀－狋）×狋

　犡
～

狋×１
＋ 犱１
（狀－狋）×１

（２）

犔２
狋×１

～

＝犅２
狋×狋
　犡
～

狋×１
＋犱２
狋×１

（３）

犅２ 可逆，式（３）化为犡
～

＝犅－１２ （犔２
～

－犱２），将其

代入式（２）即得

犔１
～

＝犅１犅
－１
２ 犔２

～

－犅１犅
－１
２ 犱２＋犱１ （４）

从式（４）可以看出，犔１
～

中的狀－狋个被观测量

都可以表示为犔２
～

中狋个被观测量的函数。因此，

只要将一个被观测量始终选在犔１
～

中，遍历所有可

能选法即可得其所有的组合观测。再经过对组合

观测的筛选，就得到被观测量的所有误差独立组

合观测。

取式（１）中犔
～

的一个分量犔
～

（犻）为被观测量，记

其组合观测的全体为集合犌１，误差独立组合观测

的全体为集合犌２。确定犔
～

（犻）的误差独立组合观测

的过程为：把犔
～

（犻）选入犔１
～

中，从余下的狀－１个被

观测量中选取狋个，列出所有的犆狋狀－１种选法。依

据每种选法，组成犅１ 和犅２，如果犅２ 可逆就得到

犔
～

（犻）的一个组合观测，遍历所有选法后得到犌１。

从犌１ 中选择成员（观测值）个数最少的组合观测

犳１，从犌１ 中移除；将与犳１ 有共同成员的组合观测

从犌１ 中移除；再从犌１ 中选成员个数最少的组合

观测，重复上述操作直到犌１为空集。已选取的犳１

等就是犔１
～

的误差独立组合观测。

具体算法为：

（１）将犔
～

（犻）选入犔１
～

中，从余下的狀－１个被观

测量中选取狋个，所有的 犆狋狀－１种选法构成集

合犌３。

（２）如果犌３ 为空，执行第５步；否则，从犌３

取一种选法（不放回），组成犅２ 和犅１。

（３）如果犅２ 可逆，执行第４步；否则，执行第

２步。

（４）从犅１犅
－１
２ 中取犔

～

（犻）对应的那一行，如果

该行数值全为零，执行第２步；如果不全为零，则

记录不为零的数值及其对应的被观测量，由此得

到犔
～

（犻）的一个组合观测，将其加入犌１，然后执行

第２步。

（５）上述步骤完成后，得到犌１，计算犌１ 元素

的成员数，记 ｍｉｎ为最少的成员数，ｍａｘ为最多

的成员数。设狇＝ｍｉｎ。

（６）如果狇＞ｍａｘ，算法结束；否则，取成员数

为狇的一个组合观测犳１，将其从犌１ 中移除，并加

入犌２。

（７）遍历犌１，移除与犳１ 有共同成员的组合观

测。

（８）若犌１ 为空，则算法结束；否则，执行第

９步。

（９）如果成员数为狇的组合观测未取完，执

行第６步；如果已取完，令狇＝狇＋１，执行第６步。

（１０）算法结束。

得到误差独立组合观测数并不能确定哪个观

测值含有粗差，还需要通过其他方法作进一步探

测。下面给出一种基于局部分析法的粗差探测

方法。

３　基于局部分析法的粗差探测

设犔
～

（犻）的一个误差独立组合观测为犪１犔（１）＋

犪２犔（２）＋…＋犪狋
１
犔（狋１），其中０＜狋１≤狋，犪１、犪２、…、

犪狋
１
不为零。由组合观测的定义可知

犔
～

（犻）＝犪１犔
～

（１）＋犪２犔
～

（２）＋…＋犪狋
１
犔
～

（狋１）（５）

令

狑＝犔（犻）－（犪１犔（１）＋犪２犔（２）＋…＋犪狋
１
犔（狋１））

（６）

由式（５）可知狑的真值为零，所以式（６）计算

值就是真误差。根据误差传播律可求得狑 的中

误差σ狑，如果｜狑｜≤２σ狑（偶然误差服从正态分布

时），并且不考虑粗差相互抵消的情况，则可认为

狑定义式中的观测值都没有粗差。然后依次对其

他误差独立组合观测进行分析，即可确定犔
～

（犻）的

独立观测所涉及的哪些观测值不含粗差。对平差

问题的其他被观测量作上述分析，同样可以确定

一部分不含粗差的观测值。分析完所有的被观测

量后，可确定出不含粗差的观测值，余下的即为含

粗差观测值。

４　算　例

算例采用文献［９］的例７４，是一个测角网坐

标平差，如图２所示。
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图２　测角网

Ｆｉｇ．２　Ｇｏｎｉｏｍｅｔｒｉｃｎｅｔｗｏｒｋ

　　图２中，犃、犅、犆为已知点，坐标见表１，犇 为

待定点。角度观测值为等精度（中误差１．７″，先

验精度），列于表２。其中∠２含有粗差。

表１　已知点坐标

犜犪犫．１　犆狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊狅犳犽狀狅狑狀狆狅犻狀狋狊 ｍ

点号 犡坐标 犢 坐标

犃 ８９８６．６８ ５７０５．０３

犅 １３７３７．３７ １０５０１．９２

犆 ６６４２．２７ １４７１１．７５

表２　角度观测值

犜犪犫．２　犗犫狊犲狉狏犲犱狏犪犾狌犲狅犳犪狀犵犾犲狊 ″

角 观测值 角 观测值

∠１ ３８４６４２．２ ∠４ １０２３６５．０

∠２ １１１１８１．９ ∠５ ４６０１２１．２

∠３ １５２１９９．１ ∠６ ８５５１６．２

设犇点的坐标真值为（１０１２２．１６ｍ，１０３１２．４４ｍ），

计算出６个角度被观测量的真值，列于表３的第

２列。列出测角网坐标平差的误差方程，根据设

计矩阵计算每个被观测量的误差独立组合观测，

结果列于表３。表３中，角度单位为″。狑 为被观

测量的观测值与组合观测的差值，σ狑 为狑 的中误

差，犿１ 为误差独立组合观测数，犿２ 为包含观测值

和误差独立组合观测的总独立观测数。

根据局部分析法，由表３的犿２ 可知，如果∠１
～

的独立观测有１个粗差，可以定位，多于１个时则

不能定位。其他５个角度被观测量与∠１
～

有相同

的结论。

表３　测角网分析结果

犜犪犫．３　犃狀犪犾狔狊犻狊狉犲狊狌犾狋狊狅犳犵狅狀犻狅犿犲狋狉犻犮狀犲狋狑狅狉犽 ″

被观测量 真值 独立观测 狑 ２σ狑 犿１ 犿２

∠１
～

３８４６４０．９

∠２
～

１１１１６１．９

∠３
～

１５２１９７．２

∠４
～

１０２３６４．３

∠５
～

４６０１２０．５

∠６
～

８５５１５．１

∠１ ３８４６４２．２

－∠２－∠３＋６４８０００ ３８４６１９．０ ２３．２ ５．９

４．２３∠４＋１．８９∠５－９１２８１７．３ ３８４６４５．０ －２．８ １６．０

∠２ １１１１８１．９

－∠４＋２１３５２６．２ １１１１６１．２ ２０．７ ４．８

－∠１－∠３＋６４８０００ １１１１５８．７ ２３．２ ５．９

∠５＋∠６－４３４４７３．８ １１１１６３．６ １８．３ ５．９

∠３ １５２１９９．１

－∠１－∠２＋６４８０００ １５２１７５．９ ２３．２ ５．９

－３．２３∠４－１．８８∠５＋１３４７２９１．１ １５２１９３．８ ５．３ １３．１

∠４ １０２３６５．０

－∠２＋２１３５２６．２ １０２３４４．３ ２０．７ ４．８

∠１＋∠３－４３４４７３．８ １０２３６７．５ －２．５ ５．９

－∠５－∠６＋６４８０００ １０２３６２．６ ２．４ ５．９

∠５ ４６０１２１．２

０．５３∠１＋２．２５∠２＋４９４２．６ ４６０１６６．３ ５４．９ ８．５

－０．５３∠３－１．７２∠４＋７１７２４２．４ ４６０１１８．４ ２．８ ７．０

∠６ ８５５１６．２

－０．５３∠１－１．２５∠２＋４２９５３１．２ ８５４８９．４ ２６．８ ５．７

０．５３∠３＋０．７２∠４－６９２４２．４ ８５５１６．６ －０．４ ４．５

２ ３

３ ４

２ ３

３ ４

２ ３

２ ３

　　以表３的第４行为例，狑表示∠１与４．２３∠４＋

１．８９∠５－９１２８１７．３的差值，可以看出｜狑｜≤

２σ狑，于是狑表达式中涉及的∠１、∠４和∠５不含

粗差，分析所有被观测量可确定∠１、∠３、∠４、∠５

和∠６不含粗差。那么，余下的∠２即为含粗差观

测值，这与给定的观测值含粗差情况相符。

５　结　论

局部分析法逐个分析平差问题的观测值能否

容忍粗差，克服了从整体上分析可容忍粗差个数
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的不合理性，实质上是将多维平差问题转换为多

个一维问题进行讨论，其优点在于无需进行平差

计算，仅依据平差问题的函数模型，因而适用于一

般的平差问题。

由于各种粗差处理方法均不能正确处理不可

发现和无法定位的粗差，为消除或减弱其对平差

结果的影响，使用稳健估计等方法之前应当采用

局部分析法分析平差问题。
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