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带摩擦阻尼的叶片响应求解方法
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NEWMETHOD TO RESOLVE VIBRATORY RESPONSE OF BLADES

WITH FRICTION DAMPING
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摘　要: 提出了一种可用于带摩擦阻尼的复杂结构的动力特性的计算方法——动柔度法。给出了计算公式及

流程。并用此法对一带摩擦阻尼器的模型叶片进行了稳态响应的计算。通过理论计算并与实验对比表明,动

柔度法是一种可用于复杂结构响应计算的高效的算法。由于叶片与阻尼器之间有复杂的运动关系,在用于带

阻尼器的叶片的响应计算及阻尼器优化设计时,此法将更显优越。
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Abstract: T urbine blades are o ften designed to include fr iction damping , such as shroud and platform

damper , to alleviate v ibrat ion. A dynamic compliance method is intr oduced t o r esolve the r esponse of com-

plex str uct ur es, such as t urbine blade , with dry frict ion damper . Based on t he harmonic ba lance m ethod,

high order harmonic is included. Finite element met hod is used to obtain t he compliance matr ix . Fo rmulae

and flow char t are g iv en. A model blade w ith the fr iction damper is ca lculat ed and labo rat or y test is also con-

ducted to estimat e it s validity . The accuracy and efficiency of t his method in solv ing the r esponse of st ruc-

tures w ith fr iction dampers ar e ver ified.
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　　对带干摩擦的结构响应问题, 已有很多学者

进行了研究[ 1～10]。Den Hartog [ 1]最早求出了带库

仑 ( Coulomb )摩擦的单自由度模型的精确解,

Yeh
[ 2]
扩展到了两自由度模型。由于计算的复杂

性,后来的研究多采用将摩擦力线化的方法。对于

叶片的响应, 或者将其简化为单自由度的质量

——弹簧振子 [ 3～6] , 或者将摩擦力简化为等效的

粘性阻尼,利用有限元法进行求解
[ 7, 8]
。

Earles
[ 9]
等针对带 Sgn 摩擦阻尼的弹性结

构,提出了一种线化分析方法——动柔度法或称

为影响系数法, 可较好地解带摩擦阻尼的系统响

应。本文将其扩展用于带滞后弹簧摩擦阻尼的复

杂弹性结构(如叶片)的动力特性分析,利用谐波

平衡法推导考虑高次谐波时结构的响应表达式,

给出相关的计算公式及流程图。采用线性有限元

法求结构的动柔度。通过将有限元法与动柔度法

有机结合,使这种方法的应用范围更广泛。并以一

带缘板摩擦阻尼器的叶片为例进行了算例分析。

1　动柔度法

1. 1　叶片响应的动柔度表示

叶片(图 1)受线性激振力 FE 和非线性摩擦

力 FN 的共同作用。控制方程为

Mu
¨

+ Cu
�
+ Ku = FE + FN ( 1)

图 1　带摩擦阻尼的叶片模型

Fig . 1　Blade with friction damping

　　叶片的激振力一般已知并且是简谐形式。摩

擦力是由于叶片的运动产生的,是叶片位移的函

数,一般是非线性的。

设激振力
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FE ( t) = FLe
i�t

( 2)

并设摩擦力可以展成 Fourier 级数形式

FN = ∑
h
Ff,heih�t ( 3)

其中: h= 1, 2,⋯; Ff, h为 FN 的第 h阶 Fourier 系

数,且为复数,以表示其与激振力之间的相位差。

作用在节点 j 上的单位力引起的节点 i 点的响

应,称为动柔度, 记为 R ij ( �) ,为振动频率 �的函
数。则叶片响应可表示为

u( t ) = [ R ij ( �) ] FL ei�t + ∑
h

[ R ij ( h�) ] Ff, heih�t

( 4)

其中: [ R ij ( h�) ]为柔度矩阵。第 1项为激振力引

起的响应,当然,这一项也可由其他方法求出。一

般地,式( 4)可写为

u( t) = UEei�t + ∑
h

[ R ij ( h�) ] Ff, heih�t ( 5)

实际上,由于通常关心的仅仅是叶片上个别点的

响应,并且只有在少数节点作用有摩擦力, 因此实

际计算时并不用求出柔度矩阵中的全部项。叶片

上第 i 个节点上的响应

ui ( t) = UE, iei�t + ∑
h
∑

n

j = 1

[ R ij ( h�) ] F h, jeih�t( 6)

其中: UE, i为 UE 的第 i个分量; F h, j为Ff, h的第 j 个

分量; [ R ij ( h�) ]为第 h阶谐波时的动柔度; n为叶

片上受摩擦力的节点数。

在动柔度已知时,给定位移初值, 对式( 6)进

行迭代求解。简单结构的动柔度可由解析法得到,

复杂结构的动柔度可以通过有限元法得到。

1. 2　动柔度的算法

设系统控制方程为

Mu
¨

+ Cu
�
+ Ku = F( u) e

i�t
( 7)

其中: M, C, K分别为系统的质量矩阵、阻尼矩阵

和刚度矩阵; F ( u)为与位移相关的力。设系统的

第 p 阶固有频率为 �p ,模态为 � p。并设系统的粘

性阻尼为比例阻尼。

令 u = Uei�t ( 8)

其中: U = ∑
p

Up = ∑
p

 p� p ( 9)

将式( 8)、式( 9)代入式( 7) , 并利用正交性可得

Up =
� T

pF( u)
kp - �2

m p + i�cp � p ( 10)

其中: mp , kp , c p 分别为系统的第 p 阶模态质量、

模态刚度和阻尼。根据动柔度的定义,第 p 阶模

态的柔度为

Rp , ij ( �) =
� p , j

kp - �2
mp + i�cp �p , i ( 11)

其中: � p , i, � p, j分别表示系统的第 p 阶模态的第

i , j 个分量。

由于 F( u)是 u的函数,因此,当 p 取大于 1

时,必须各阶模态分别由式( 4)迭代求解。即将式

( 11)代入式( 4)得

up ( t) = [ R p, ij ( �) ] FLei�t + ∑
h

Rp , ij ( h�) Ff ,heih�t

( 12)

且 u( t) = ∑
p

up ( t ) ( 13)

如果系统的固有频率比较分散,在求某阶固有频

率附近的响应时, 只要取此阶模态即可。

1. 3　流程图

算法流程见图 2。

图 2　流程图

Fig. 2　F low char t

2　算　例

文献[ 10]曾对一平板叶片进行了加摩擦阻尼

的实验研究, 本文将以此叶片为例进行动力特性

分析。叶片的几何参数为: 叶身长 150mm, 宽

60mm, 厚 5mm , 伸根长 30mm , 宽 60mm , 厚

7mm, 缘板的下面有 10°的倾角。叶片材料为 45

号钢。叶片根部固支。将阻尼器简化为接触面为

宏滑动( macro slip)的滞后弹簧模型。激振力的位

置在距叶尖 105mm 的叶身边缘。

由于当阻尼器与叶片之间的正压力大到一定

程度后(例如, N = 279N ) , 叶片与阻尼器之间将

没有滑动,此时,阻尼器仅相当于一个弹簧。这样,

由不加阻尼器和加上阻尼器后叶片共振频率的变

化(由实验测得)即可计算出这种状态下阻尼器的

刚度。以此刚度值为基础并做适当调整使计算结
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果与实验结果尽可能接近, 得出当正压力 N =

279N (实验时的最大正压力)和 N = 25N 时的阻

尼器刚度 k d分别为 7. 3×104N / m 和 3. 5×104N/

m。当正压力大于 279N 时取 279N 时的刚度值,

其他正压力下的刚度值通过上述两值插值获得。

首先将摩擦力进行 Four ier 展开, 然后将摩

擦力带入 2节中的相关公式求叶片的稳态响应。

在对此类问题的研究中,文献[ 3, 4]只考虑了基频

谐波。因此, 尽管可以包含高阶项,但为了方便起

见,本文也只考虑了摩擦力的基频项。

用自编的程序,计算了叶尖的稳态响应。

2. 1　滞后弹簧摩擦模型

滞后弹簧模型摩擦力与位移的关系见图 3。

Fd为滑动摩擦力, kd 为弹簧刚度。设 x= A rcos( �t
+ !) ,则 f N可分段表示

图 3　滞后弹簧摩擦力模型

Fig. 3　Hyster etic spring r elation

f N =

A B: F d - A rkd ( 1 - co s∀) ;
BC: - F d;

CD : - Fd + A rkd( 1 + cos∀) ;

DA : Fd ;

0≤ ∀≤ ∀*

∀* ≤ ∀≤ #
　

#≤ ∀≤ ∀* + #

∀* + #≤ ∀≤ 2#
( 15)

其中:

　

　

　

∀= �t + !
∀* = arcco s[ 1 - 2F d/ ( A rkd ) ]

∀* ∈ [ 0,#]
( 16)

当 A r≤Fd / kd时,为完全粘着状态,此时, ∀* = #。
对 f N 进行 Four ier 展开(只取基谐波) ,得

f N≈ acos∀+ bsin∀ ( 17)

其中:

a = A rkd (∀* - 0. 5sin2∀* ) /#
b = - A rkd( sin2∀* ) /#

( 18)

2. 2　计算结果

首先用有限元程序 MSC/ NASTRAN 计算

了叶片的模态参数(模态质量、模态刚度和模态)

及固有频率, 前 6阶固有频率为 159Hz, 857Hz,

927Hz, 1533Hz, 2425Hz和 2645Hz。摩擦系数取

0. 5,模态阻尼比取 0. 0044, 0. 004, 0. 003, ⋯。激

振力为 1. 5N。滞后弹簧阻尼加在叶片的缘板上。

阻尼器减振原理是由于在离心力的作用下, 阻尼

器与叶片之间产生正压力 N , 在叶片振动的作用

下两者接触面之间产生相互运动而产生摩擦, 从

而达到吸收振动能量而减振的目的。

计算了在不同的正压力 N 的条件下叶片的

稳态响应。由于 Fd= ∃N ,所以也相当于改变 Fd。

图 4 为用动柔度法求得的 N = 0N , 10N,

30N , 50N, 100N , 200N, 280N, 500N 时在一阶弯

曲频率附近叶尖处的响应。计算时在各正压力下

均能很快收敛。由图可见, 随正压力增加,叶片的

共振响应先是逐渐降低, 在某一值时共振响应达

到最低, 之后又逐渐上升,即存在一最优正压力。

图 5为共振响应随正压力的变化曲线,其中纵轴

表示的响应是与不加阻尼器时共振响应的比值。

图 6为共振频率随正压力的变化曲线,由图可见,

开始时共振频率随正压力增加上升很快,到某一

正压力后增速逐渐变慢,最后达到某一固定值。

图 4　频率响应曲线

Fig. 4　Response vs fr equency

图 5和图 6中同时绘出了实验曲线。图 7为

2种正压力下计算结果与实验结果的比较。(图中

的实验曲线中频率较低的峰为两叶片作同相振

动,频率较高的峰为反相振动,摩擦阻尼的减振作

用主要表现在反相振动,见文献[ 10] )。从上述各

图可以看出,尽管只考虑了基频谐波,理论计算结

果和实验结果两者也符合得较好。

为了比较所取模态阶数(即 p 值)的影响。计
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图 5　共振响应随正压力的变化曲线

Fig . 5　Peak response vs. no rm al load

图 6　共振频率随正压力变化曲线

Fig . 6　Resonant fr equency vs . normal lo ad

图 7　频响曲线理论与实验值的对比

F ig . 7 　 Theo retica l r esponse and exper imental r e-

sponse

算了 p = 1和 p= 6两种情况下叶片的响应。先只

取一阶模态计算上述各正压力下的响应, 即图 4,

然后, 取前 6阶模态再次对上述各正压力下的响

应进行计算。结果表明,在所求的频率范围内, 两

者之间差别不超过 1‰。前者运算用 CPU 时间

302. 2s,而后者运算时间差不多是前者的 6倍。

3　结　论

从上述的结果和比较可以看出,用动柔度法

可以对带摩擦阻尼器的叶片进行动力特性分析,

而不用将其简化为单自由度质量振子。可以对叶

片上任意一点任意振型的响应方便地进行求解。

并且在各种状态下均能很快收敛。通过理论和实

验的比较可以看出,计算结果与实验结果吻合的

很好。由于叶片与阻尼器之间的实际运动关系相

当复杂,特别是考虑复杂的振型时或叶片之间的

耦合情况时, 用单自由度模型[ 3]处理将非常困

难。而用本文的方法可以有效地求解,这将在以后

的文章中介绍。
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