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图 1　S 0 系与 S 1 系的关系
F ig. 1　R elation betw een S 1 and S 0

　
图 2　S 2 系与 S 1 系的关系

F ig. 2　R elation betw een S 2 and S 1
　

图 3　S 3 系与 S 0 系的关系
F ig. 3　R elation betw een S 3 and S 0
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摘　要: 理论上分析了末敏弹系统伞、伞盘、弹三刚体间的力学关系, 考虑了系统的连接方式和约束、分析了

伞绳弹性, 建立了三体运动的数学模型, 算例表明所描述的运动与实测运动规律和扫描特性相符, 因此该模型

可用于末敏弹总体和扫描装置的分析和设计。
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Abstract: T h is paper studies the dynam ic rela t ions of th ree rigid bodies among parachu te, p la te and p ro jectile

of T arget Sensit ivity P ro jectile (T SP) , analyses the jo in ing mode and b inding, and considers elast icity of the

parachu te rope. T he equations are estab lished. A n examp le indicates the consistency of scann ing characteris2
t ics and the ru le betw een the real movem ent and the movem ent described by the model. So the model can be

used in the T SP to tal design and scann ing equ ipm ent design.
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　　末敏弹系统的空间运动错综复杂, 弹丸发射

后, 减速伞和减旋片首先将弹丸减速减旋才打开

主伞, 再经过减速和导旋过程, 伞—弹系统最后形

成等速下降和等速旋转的扫描运动状态。本文只

研究主伞打开后至稳态扫描形成的过程, 将末敏

弹分成降落伞、伞盘和弹体 3 个物体, 并设它们均

为轴对称刚体, 弹体与伞盘以柱铰连接, 柱铰在伞

盘中心, 将伞绳视为只受拉力的弹簧, 不计降落伞

的附加质量和附加惯性矩。

1　坐标系和坐标转换关系

建立地面惯性坐标系 oxy z , 记为 S 0 系, oz 轴

铅直向上; 伞盘固连坐标系 c1x 1y 1z 1, 记为 S 1 系, c1

为质心, c1z 1 轴为垂直于盘面的中心轴; 弹体固连

坐标系 c2x 2y 2z 2, 记为 S 2 系, c2 为质心, c2z 2 为弹

轴; 降落伞固连坐标系 c3x 3y 3z 3, 记为 S 3 系, c3z 3 为

降落伞对称轴。其坐标转换关系如图 1～ 3 所示。

将伞盘固连坐标系与地面坐标系间的转换矩

阵记为A ; 弹体固连坐标系与伞盘坐标系间的转

换矩阵记为B ; 弹体固连坐标系与地面坐标系间

的转换矩阵记为D = AB ; 降落伞坐标系与地面坐

标系间的转换矩阵记为 C; 它们都是 3×3 矩阵,

其元素可由图 1～ 图 3 中欧拉角的定义按投影关

系求得。
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2　作用在伞盘、弹体、伞上的力和力矩及

其运动方程

　　设伞盘、弹和降落伞的质量分别为m 1, m 2,

m 3, 半径为 r1, r2, r3。其质心 c1, c2, c3 在地面坐标

系 oxy z 中的矢径分别为 rci= x ci i+ y ci j + z cik ( i=

1, 2, 3) , 其中 i, j , k 为沿地面坐标系三轴上的单

位矢量。质心速度依次为 r
·

ci= vci= v x i i+ v y i j + v z i

k , 3 个物体的转速向自身固连坐标系上分解为 Ξi

= Ξx i ii+ Ξy i j i+ Ξz ik i ( i= 1, 2, 3) , 其中 ii, j i, k i 为坐

标系 cix iy iz i 上的单位向量; 它们对自身固连坐标

系三轴的转动惯量记为A i,B i, C i ( i= 1, 2, 3)。

2. 1　作用在伞盘上的力和力矩及其运动方程

作用在伞盘上的力有重力G 1= - m ig k 和弹

体对伞盘的柱铰反力N 1= N x i+ N y j + N z k , 此外

还有 4 根伞绳的拉力 T j = T jx i+ T j y j + T jz k ( j =

1, 2, 3, 4)。这 4 根伞绳与伞盘的连接点 p 1, p 2, p 3,

p 4 沿伞盘边缘均匀分布, 其坐标依次为 (r1, 0, 0) ,

(0, r1, 0) , (- r1, 0, 0) , (0, - r1, 0) , p j 到 c1 的矢

径为c1p j = x p j i1+ y p j j , 如图 4 所示。

作用在伞盘上的力矩有伞绳拉力 T j 对质心

c1 的力矩m c1
(T j ) = c1p j ×T j = m c1

(T j ) x 1 i1 + m c1

(T j ) y 1 j 1+ m c1
(T j ) z 1k1; 弹体对伞盘的柱铰反力M 1

= M y 1 j 1 + M z 1 k1 (这里取 x 1 轴为柱铰轴, 故沿此

轴无力矩)。于是由伞盘质心运动矢量方程m 1 r
¨

c1

= G 1+ N 1+ 6
4

j= 1
T j , 向 cxy z 系分解得到标量方程

dv x 1 d t = (N x + 6
4

j= 1
T jx ) öm 1

dv y 1öd t = (N y + 6
4

j = 1

T jy ) öm 1

dv z 1öd t = (N z + 6
4

j= 1
T jz ) öm 1

(1)

由动量矩定量 d
d t

(J c1 Ξ1) = M 1 + 6
4

j= 1
m c1

(T j ) , 向

c1x 1y 1z 1 系分解得

dΞx 1öd t= [6 m c1
(T j ) x 1- (C 1- B 1) Ξz 1Ξy 1 ]öA 1

dΞy 1öd t= [6
4

j= 1
m c1

(T j ) y 1- (A 1- C 1) Ξz 1Ξx 1+

　　　M y 1 ]öB 1

dΞz 1öd t= [6 m c1
(T j ) z 1- (B 1- A 1) Ξy 1Ξx 1+

　　　M z 1 ]öC 1

(2)

2. 2　作用在弹体上力和力矩以及弹体运动方程

　　作用在弹体上的力有重力G 2= - m 2g k , 伞盘

对弹体的约束反力- N 1。弹体相对伞盘仅绕柱铰

轴转动, 弹体铰接点在弹底边缘, 其相对位置如图

5 所示。图中质心 c1 和 c2 的连线矢量为

c1c2= r2- r1= h= h sinΗr j 1- hco sΗrk1 (3)

式中: Ηr 是 h 与 c1z 1 轴间的夹角。此外又记 h 与 z 2

轴的夹角为 Η0, 称为静态悬挂角; 记弹轴 z 2 相对

于伞盘轴 z 1 的夹角为 Η2, 则有 Η2= Η0+ Ηr。

作用在弹体上的力矩有, 柱铰反力对 c2 的力

矩m c2
(- N 1) = c2c1× (- N 1) = h×N 1 和伞盘对弹

体的反力矩- M 1= M y 2 j 2+ M z 2k2, 由坐标变换关

系可得M y 2 = M y 1 co sΗ2 + M z 1 sinΗ2, M z 2 = - M y 1

sinΗ2+ M z 1co sΗ2 (图 6)。由动量定理m 2 r
¨

2= G 2- N 1

和动量矩定量分别得弹体质心运动方程组和弹体

转动运动方程组

dv x 2öd t= - N x öm 2; dv y 2öd t= - N y öm 2

dv z 2öd t= - (N z + m 2g ) öm 2 (4)

dΞx 2öd t= [m c2
(- N 1) x 2- (C 2- B 2) Ξz 2Ξy 2 ]öA 2

dΞy 2öd t= [m c2
(- N 1) y 2- (A 2- C 2) Ξz 2Ξx 2-

M y 2 ]öB 2

dΞz 2öd t= [m c2
(- N 1) z 2- (B 2- A 2) Ξy 2Ξx 2-

M z 2 ]öC 2

(5)

图 4　作用在伞盘上的力和力矩
F ig. 4　Fo rce and mom ent acting

　on parachu te2p late

　 图 5　弹体与伞盘间的位置关系
F ig. 5　P lace rela t ion betw een p ro jectile

body and parachu te2p late

　 图 6　作用在弹体上的力和力矩
F ig. 6　Fo rce and mom ent acting on

p ro jectile body　　
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而弹体相对伞盘只有绕 x 2 轴的转动, Ξ2 = Ξ1 +

Η
·

r, 因 Η
·

r 在 i1 方向, 所以有 Η
·

r= Ξx 2- Ξx 1。此外, 在

另 2 个方向上二者转速是相同的, 由坐标转换关

系得

Ξy 2= Ξy 1co sΗ2+ Ξz 1 sinΗ2;

Ξz 2= - Ξy 1 sinΗ2+ Ξz 1co sΗ2 (6)

2. 3　作用在降落伞上的力和力矩及其运动方

程[1, 2 ]

　　设伞质心 c3 至伞底面的距离为 h 3, 4 根伞绳

与伞边缘的连接点为 s1, s2, s3, s4, 它们在降落伞坐

标系中的坐标依次为 (r3, 0, - h 3) , (0, r3, - h 3) ,

( - r3, 0, - h 3) , (0, - r3, - h 3) , 各点到 c3 的矢径

为c3sj = x sj i3+ y sj j 3+ z sj k3。

作用在降落伞上的力有重力G 3= - m 3g k , 在

sj 点受到的沿伞绳方向的拉力- T j 和降落伞的空

气动力R 3= R z + R y , 见图 7。其中 R z = -
1
2 Θv c3S

( v x 3 , v y 3 , v z 3
) 为与速度 v 3 反向的阻力; R y = Θv

2
c3

S c
′
y Αc3 [ I y x , I y y , I y z ]为升力。其中 I y x , I y y , I y z为升力

与地面坐标系夹角的余弦, 可由伞轴方向c3z 3与

伞质心速度方向 vc3确定, 即在 vc3× (k3×vc3
) öv

2
c3

的方向上, 将 vc3和 k3 均以地面坐标系三轴上的分

量表示, 即可求得 I y x , I y y , I y z。

作用在降落伞上的力矩有, 伞绳拉力对 c3 的

力矩m c3
(- T j ) = c3sj× (- T j )。此外还有作用在

降落伞上的空气动力矩M 3, 它们包括导转力矩

M xw , 方向与伞轴相同; 旋转阻尼力矩M x z 方向与

伞轴相反; 还有稳定力矩M z 和摆动阻尼力矩

M z z , 后者的方向与 Ξ3 相反; 即

M 3x 3

M 3y 3

M 3z 3

=
Θ
2 S lv

2
c3m xw

0

0

1

-
Θ
2 S l

2
v c3Ξz 3m

′
x z

0

0

1

-

Θ
2 S l

2
v c3m

′
z z

Ξx 3

Ξy 3

Ξz 3

+
Θ
2 S lv c3Αc3m

′
z·

c11v x 3+ c12v y 3+ c13v z 3

c21v x 3+ c22v y 3+ c23v z 3

(7)

式中: 稳定力矩的方向垂直于伞轴与质心速度 vc3

所组成的攻角面, 即在 k3×vc3方向上; Αc3即为攻

角大小; Θ为空气密度; S 为特征面积; l 为特征

长度。由降落伞质心运动方程 m 3 r
¨

c3 = G 3 + R 3

- 6
4

j= 1
T3 和动量矩定理分别得伞质心运动方程

和伞绕 c3 的转动方程如下

dv x 3öd t= (R x 3- 6 T j x ) öm 3

dv y 3öd t= (R y 3- 6 T j y ) öm 3

dv z öd t= (R z 3- 6 T j z - m 3g ) öm 3

(8)

dv x 3öd t= [6 m c3
(- T j ) x 3+ M x 3-

　　　　 (C 3- B 3) Ξz 3Ξy 3 ]öA 3

dv y 3öd t= [6 m c3
(- T j ) y 3+ M y 3-

(A 3- C 3) Ξx 3Ξz 3 ]öB 3

dv z 3öd t= [6 m c3
(- T j ) z 3+ M z 3-

　　　　 (B 3- A 3) Ξy 3Ξx 3 ]öC 3

(9)

图 7　作用于降落伞的外力和力矩

F ig. 7　Fo rce and mom ent acting on parachu te

3　内力和内力矩的求解

在以上方程中, 3 个物体之间相互作用的伞

绳拉力、拉力矩、约束力和约束力矩属于内力和内

力矩, 是未知的, 由于它们的存在使方程数少于未

知数个数而不能求解, 故须将它们以运动参数的

形式求出。

3. 1　伞绳拉力和拉力矩的计算[2 ]

伞绳拉力沿伞绳方向, 由 p j 指向 sj , 图 8 表

示了伞绳与降落伞以及伞盘间的位置关系。伞绳

矢量为 lj = p jsj = c1c3+ c3sj - c1p j。设 lj 在地面坐

标系中的分量为 l jx , l j y , l jz , 则它们可表示为

图 8　伞绳与伞盘的相对位置关系

F ig. 8 　 P lace rela t ion betw een parachu te rope and

p late
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l j x

l j y

l j z

=

x c3- x c1

y c3- y c1

z c3- z c1

+ C
- 1

x sj

y sj

- h 3

- A
- 1

x p j

y p j

0

( j = 1, 2, 3, 4) (10)

将伞绳视为只受拉力的弹簧, 原长为 l0, 弹性系数

为 k e, 阻尼系数为 c, 则伞绳拉力 T j 可表示为

T j = T j lj öl j + cl
õ

j; T j = k e ( l j - l0) (11)

式中: l j = û lj û , l
·

j 可由 lj 求导获得, 于是伞绳拉力

对质心 c1 和 c3 的力矩分别为

m c1
(T j ) = cip j×T j; m c3

(T j ) = - c3sj×T j (12)

再应用坐标转换矩阵, 就可将它们分别分解到伞

盘坐标系和降落伞坐标系上去。

3. 2　约束力的计算

伞盘与弹在 c1 点通过柱铰连接, 其相互约束

力和约束力矩也可通过二者受约束后的运动关系

求出, 首先, 二者质心速度和加速度关系为

r
·

c2= r
·

c1+ Η
·

r×h; r
¨

c2= r
¨

c1+
d
d t

( Η
·

j×h)

Η
·

r×h= Η
·

r i1× (h sinΗ1 j 1- hco sΗrk 1) (13)

　　先将上式转换到地面坐标系上, 再求出它的

导数分量 (dR R 1öd t, dR R 2öd t, dR R 3öd t) , 这些导

数分量中又含有 Ηβr, 这可由 Ηαr = Ξx 2 - Ξx 1关系求

出, 即 Ηβr= Ξαx 2- Ξαx 1。这样, 由 Ξαx 1 , Ξαx 2即与伞盘、弹

体绕 x 1 轴的转动方程产生联系, 但转动方程中又

有约束力N 1= N x i+ N y j + N z k 对弹体质心的力

矩, 为此可通过转换矩阵D 先将N 1 转换到弹体

坐标系 c2x 2y 2z 2 上, 得N 1= N x 2 i2+ N y 2 j 2+ N z 2k2,

然后即可算出

m c2
(- N 1) = h×N 1= (N y 2hco sΗ0-

N z 2h sinΗ0) i2- N x 2hco sΗ0 j 2+ N x 2h sinΗ0k2 (14)

将式 (13) 第 2 式两端向 x 轴分解得 xβc2 - xβc1 =

dR R 1öd t, 再将关于 xβc2和 xβc1的质心运动方程代

入, 再加以整理, 即可得关于约束力N x , N y , N z

的方程

U 11N x + U 12N y + U 13N z = UU 1 (15)

同理, 将式 (13)第 2 式向 y , z 轴分解, 又可得出如

下方程

U 21N x + U 22N y + U 23N z = UU 2

U 31N x + U 32N y + U 33N z = UU 3

(16)

以上 3 个方程中的系数U ij和UU i ( i, j = 1, 2, 3)均

可求出表达式, 于是由此三方程, 即可解N x , N y ,

N z。

3. 3　约束力矩的计算

伞盘和弹体除了可绕柱铰相对转动外, 还可

以以相同的角速度绕垂直于柱铰轴的另 2 个轴转

动, 设此角速度为 Ξ, 则有 Ξ= Ξy 2 i2+ Ξz 2k2= Ξy 1 i1

+ Ξz 1 j 1, 再由坐标转换关系得

Ξy 2 = Ξy 1co sΗ2 + Ξz 1 sinΗ1

Ξz 2 = - Ξy 1 sinΗ2 + Ξz 1co sΗ2

(17)

将式 (17) 求导出现 Ξαx 2 , Ξαy 2 , Ξαx 1 , Ξαy 1 , 再将伞盘和

弹体的转动方程代入, 就形成含有约束力矩M y 1 ,

M z 1的个代数方程

E 11M y 1 + E 12M z 1 = E E 1

E 21M y 1 + E 22M z 1 = E E 2

(18)

其中: E ij , E E 1, E E 2 均可求出表达式, 由此即可解

出约束力矩M y 1 ,M z 1。

4　伞—弹系统扫描角、扫描轨迹和扫描角

速度的计算

　　因探测器沿弹轴方向, 故定义扫描角 Ηsm为弹

轴与铅直线间的夹角, 由 k·k2 = co sΗsm = D 33知

Ηsm = arcco s (D 33)。同理弹轴矢量与地面坐标系 y ,

z 轴的夹角为 Ηx = arcco s (D 31) , Ηy = arcco s (D 32)。

扫描轨迹是指弹轴矢量与地面交点的轨迹。

弹体质心 c2 至扫描点的长度ûL d û = û z c2 secΗsm û ,

故扫描点在地面坐标系上的坐标为

(x d- x c2
) 2+ (y d- x c2

) 2= z
2
c2 tan2Ηsm (19)

扫描角速度 Ξz 是指末敏弹弹轴绕铅直轴转动的

角速度, 大小应为

Ξz = D 13Ξx 2+ D 23Ξy 2
(20)

5　系统方程组的联立

将伞、伞盘、弹的质心运动方程, 绕质心转动

方程的动力学方程 (共 18 个) , 运动学方程 (即各

速度分量与坐标的关系, 转动角速度与定义坐标

轴方位的欧拉角之间的关系) (共 16 个) 联立, 即

得到末敏弹运动方程组。此外还要补充约束力

N 1, 约束力矩M 1, 伞绳拉力 T j 的计算式 (8 个) 和

坐标转换矩阵的元素的计算式 (4×9= 36 个) , 以

及一些必要的中间变量计算式, 最后形成系统运

动方程组。

6　算例分析

应用以上系统方程组编制计算程序, 以某伞

—弹系统 (m 1= 0. 5kg,m 2= 7. 5kg,m 3= 0. 3kg, 伞
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面积 016m 2, 伞绳长 1. 1m ) 为例进行计算, 得到全

过程中转速和扫描角变化如图 9, 图 10 所示。在

图 9　末敏弹系统转速随时间的变化

F ig. 9　Ro tation speed vs t im e of target sensit ivity

p ro jectile system

图 10　末敏弹系统扫描角随时间的变化

F ig. 10　Scann ing angle of target sensit ivity p ro jectile

system vs t im e

图 11 和图 12 中列出该系统试验实测的转速和扫

描角变化情况, 可见理论计算与实测结果在规律

上是相符的。图 13 分时间段画出了伞—弹系统扫

描轨迹变化情况, 可见, 尽管末敏弹刚投下时扫描

轨迹十分混乱, 最后却能形成等间隔螺线扫描状

态。

图 11　实测的转速变化规律

F ig. 11　V ariat ion of real m easuring ro ta t ion speed vs

t im e

图 12　实测的扫描角变化规律

F ig. 12　V ariat ion of realm easuring scann ing angle vs

t im e

图 13　地面扫描曲线变化情况

F ig. 13　V ariat ion of scann ing curve

7　结　论

三体运动模型较符合末敏弹实际结构情况,

能更好地描述末敏弹运动规律, 本文在分别建立

了伞、伞盘、弹各自运动方程的基础上, 考虑到系

统的连接方式和约束, 获得了系统运动方程组, 算

例表明运动模型所描述的运动与实测运动规律和

扫描特性一致, 因此该模型可用于末敏弹总体设

计分析和扫描装置设计。
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