
收稿日期: 2000211201; 修订日期: 2001205231
文章网址: h ttp: ööwww. hkxb. net. cnöhkxbö2001ö06ö0495ö

　　文章编号: 100026893 (2001) 0620495205

三维自适应非结构网格的 Euler 方程解
王　平, 朱自强, 拓双芬, 尹幸愉

(北京航空航天大学 流体力学研究所, 北京　100083)

3D SOL UTIONS OF THE EUL ER EQUATIONS ON

THE ADAPTIVE TETRAHED RAL M ESHES
W AN G P ing, ZHU Zi2qiang, TUO Shuang2fen, Y IN X ing2yu

( Inst itu te of F lu id M echan ics, Beijing U niversity of A eronau tics and

A stronau tics, Beijing　100083, Ch ina)

摘　要: 将A usm + 迎风格式应用于三维非结构网格中求解 Euler 方程。对单元变量进行重构以获得空间高阶

精度, 对时间域采用多步龙格库塔法推进, 并采用了当地时间步长和隐式残差光顺技术来加速收敛。采用多

点择优推进阵面法生成复杂曲面的三角形网格, 利用推进阵面法生成四面体网格。采用网格自适应技术对网

格进行局部加密, 以减少总体网格数目, 从而提高计算效率。最后给出了绕ON ERA M 6 机翼的跨音速流动及

绕麻雀Ë 导弹的超音速流动算例, 结果表明了本方法的有效性。
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Abstract: The 3D Euler so lu tions fo r adap tive tetrahedral grids are p resen ted. Spatial discretization is accomp lished by a

cell2cen tered fin ite2vo lum e fo rm ulation using AU SM + upw ind schem e. H igher2o rder accuracy is ach ieved by app lying a novel

cell reconstruction p rocessing w h ich avo ids so lu tion o scillations w ithou t adding exp licit lim iters. U nstructu red grids on the

surface b lock are created by using a new developed algo rithm p resen ted in th is paper. A n adap tive grid algo rithm is used in

o rder to enhance the calcu lation efficiency. N um erical examp les include transon ic flow around ON ERA M 6 w ing and super2
son ic flow over Sparrow Ë m issile. Comparisons w ith experim ental data are m ade to evaluate the accuracy and efficiency of

the p resen t m ethod.
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　　尽管CFD 技术有了长足的发展, 但是求解绕

复杂三维物体的流动问题仍然是一个难点。这是

因为物体外形复杂, 生成网格很困难。由于非结构

网格能很好地处理复杂边界, 而且容易实现局部

自适应加密, 因此越来越受到人们的关注。1993

年M eng2Sing L iou 构造了 AU SM (A dvect ion

U p stream Sp lit t ing M ethod) 格式[1 ] , 并进一步发

展为AU SM + 格式[2 ]。AU SM + 格式是一种 FV S

与 FD S 的复合格式, 兼有Roe 格式的间断高分辨

率和 van L eer 格式的计算效率高的优点。本文在

文献[ 3, 4 ]的基础上, 将其应用于三维自适应非结

构网格的 Eu ler 方程求解。

1　三维非结构网格的生成法

推进阵面法是生成非结构网格的一种重要方

法, 它的前提是必须有离散好的初始阵面。初始阵

面, 在三维域则是一系列的表面三角形网格。对复

杂外形直接生成表面三角形网格很困难, 必须将

物体表面划分成许多个形状简单的曲面块, 对每

个曲面块单独生成表面网格, 然后将所有的曲面

块缝合起来。目前生成曲面三角形网格的方法常

用的有: ①映射法[5, 6 ]; ②采用推进阵面法直接在

曲面上生成非结构网格[7 ]; ③采用D elaunay 三

角化方法直接在曲面上生成非结构网格[8 ]。

本文提出一种新的曲面非结构网格生成算法

——多点择优推进阵面法。此算法的基本策略是

推进阵面法, 在映射平面的帮助下, 实现对曲面的

直接三角形网格划分, 同时在划分结束后, 能快速

对格点进行L ap lacian 松弛。与常规推进阵面法

最大的差别在于, 本法在获得活动阵面的理想推

进点 P 时, 不是由解析公式获得, 也不是从曲面

的几何信息中插值得来, 而是从曲面上预先布好

的点集中搜索到的一个最优点。此点集的规模很

大, 足够反映曲面的所有信息, 最终的非结构网格
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格点数目仅占这个点集的 0. 1% 左右。多点择优

推进阵面法的主要步骤:

(1)生成背景网格, 本文用结构背景网格[9 ]。

(2)曲面边界离散。对曲面边界进行剖分, 得

到初始阵面。本文将文献[ 10 ]中的边界剖分法从

二维推广到三维, 得到了高质量的初始阵面。

(3)曲面离散成点集, 存于二维数组。利用一

系列纵横交错的线条来描述曲面, 这些纵横线条

被赋以整数参数来标识, 根据曲面的定义该点也

对应一个空间点 (X , Y , Z ) , 同时网格交点也有了

参数坐标 ( I , J ) , 这种思想类似于将空间曲面表

示成二元参数曲面。

(4)将边界离散点定位于参数平面 (找出各点

的参数 I , J )。边界离散点已经事先确定了, 接下

来需要找出各点在参数面上最接近的参数坐标

( I , J ) , 这可以用逐一比较法实现, 也可以采用搜

索法来完成。后者的计算效率要高得多, 但是对某

些曲面难以处理, 还需采用逐一比较法。如果 ( I ,

J )点对应的空间坐标与边界离散点的坐标不重

合, 则将边界离散点的坐标赋给 X ( I , J ) , Y ( I ,

J ) , Z ( I , J )。

(5)在空间曲面上进行阵面推进。选定一活动

阵面, 求出其空间长度 S , 两端点 A , B 的参数

( IA , J A ) , ( IB , J B )。从背景网格中求出该活动阵面

中点的网格尺度L (此网格尺度用来做为理想等

腰三角形之腰长)。从活动阵面的中点M 的参数

( IM , J M )出发, 搜索一个最优点 P ( I P , J P ) , 其到两

端点的空间距离最满足背景网格尺度要求。搜索

算法的好坏直接关系到网格生成的成功与否及网

格质量。因为空间曲面三角形与参数平面三角形

的拓扑结构完全一样, 因此可以在二维参数平面

判断新三角形与阵面是否相交, 及新三角形是否

包含已有阵面点。图 1 是半球曲面上最终生成的

网格, 曲面上仅有 177 个网格点。

图 1　 (I , J )平面上的网格与曲面网格间的关系

F ig. 1　Grids on param eter p lane and curve surface

从图可见, 在 ( I , J ) 参数平面上, 三角形在外

侧有很强的径向压缩, 而在中间则几乎是等边三

角形, 这说明本方法能自动反映曲面的特征, 寻找

最优点, 以得到曲面上接近正三角形的网格。

(6)曲面网格光顺。为提高网格质量需要对生

成的网格进行光顺, 常用的方法是对角线交换法

和L ap lacian 格点松弛光顺。对曲面非结构网格

进行L ap lacian 格点松弛光顺, 实现起来比较困

难。因为曲面上网格点进行松弛移动的同时必须

保证它始终位于曲面上, 而做到这一点却不是那

么容易, 因此在大多数文章中都没采用L ap lacian

格点松弛法[6, 7 ]。由于本文在预先布好的点集中,

生成曲面非结构网格仅用到了其中很小的一部

分, 因此可以利用剩下的点进行格点松弛。首先找

出以一格点 P (P 只能为非边界点) 为顶点的所有

三角形, 施加移动判据, 在以 P 点为中心的 9 个

点中寻找一个最佳点, 将 P 点移动到此最佳点。

只要点集足够密, 这样做的效果与平面域中进行

L ap lacian 格点松弛光顺的效果完全一样。

利用上法得到各个曲面块的三角形网格后,

将所有的曲面块缝合在一起构成初始阵面, 然后

利用推进阵面法得到计算域的四面体网格, 最后

还需对网格进行光顺。

2　四面体网格的自适应技术

计算量是随着计算域网格数的增加而增大

的。自适应网格法能根据流场内变量分布, 在局部

区域内加密或稀疏网格, 在提高分辨率的同时, 尽

可能地减少总网格数, 提高求解效率。在三维域中

对四面体网格进行自适应与在二维域中对三角形

网格进行自适应相比, 方法上完全一样, 但在实现

时更复杂, 因为四面体网格比平面内的三角形网

格多了一种几何拓扑结构 (四面体单元)。

在得到粗网格上的流场解后, 根据选定的自

适应判据, 对满足细分判据的网格边注明细分, 即

在该边中点增加一个网格点。然后采取措施消除

所有的悬挂点, 以得到正确的计算网格结构。文献

[ 10 ]提出了一种数组链接表结构, 用它来存储网

格的拓扑结构。文献[ 4 ]将其应用于平面三角形网

格的自适应中, 证明其非常有效。本文在三维域中

也采用了这种数据结构。

对四面体进行剖分, 本文只允许出现如图 2

所示的 5 种情况。如果一个四面体上 6 条棱边的

细分点的数目或位置与这 5 种情况都不符合, 则

需要在其上增加额外的细分点以消除出现的悬挂

点。如果从四面体单元出发, 先找出它有几个棱边

被注明细分, 如果数目符合 5 种情况之一, 则继续

判断其位置是否符合, 如果需要增加细分点还要

判断是在哪条边上加。这样做势必导致程序非常
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复杂, 因为中间 3 种情况每一种都有几个不同的

排列, 必须对每一种可能的排列进行判断。

经过分析, 发现可将上述所有的判断转移到

二维中去。所有的三角形面只允许出现如图 3 所

示的 3 种剖分情况。如果所有的三角形面都满足

了其中之一, 则所有的四面体均自然满足图 2 所

示的 5 种情况之一。而对平面三角形网格进行剖

分, 已经在文献[ 3, 4 ]中实现了。编程时只需多建

立一个四面体单元的数组链接表, 以存储由四面

体指向 4 个三角形面的指针。先对三角形面的数

组链接表进行多次遍历消除悬挂点, 最后对四面

体的数组链接表遍历一次, 完成四面体的剖分。

图 2　四面体剖分的 5 种情况

F ig. 2　5 subdividab le cases to refine tetrahedron

图 3　三角形面剖分的 3 种情况

F ig. 3　3 subdividab le cases to refine triangle grid

3　数值方法

主控方程为 Eu ler 方程。采用先进迎风型格

式AU SM + 计算控制体的通量。如用格心变量值

计算控制体积边界的通量, 在空间上仅有一阶精

度。为了得到高阶精度, 需进行空间高阶插值。在

二维域内文献[ 3, 4 ]采用单元内变量线性重构技

术, 通过格林- 高斯积分获得三角形单元中的变

量梯度, 这样在计算边界处的通量时可以采用边

界处的变量值, 在空间上具有二阶精度。在变量重

构过程中要实施严格的保单调措施, 保证重构过

程不出现新的极值。因此在文献[ 3, 4 ]中采用了

Barth 型限制器。三维中完全可以沿用二维中的

做法, 但考虑到三维中的诸多不利因素, 本文采取

了不同的处理措施。这些不利因素包括: ①在通常

计算中三维域的网格数目比二维中的要大得多;

②格林- 高斯积分在二维域中是线积分, 而在三

维中却是面积分, 计算工作量更大; ③计算控制体

的梯度限制器在三维中的工作量也比在二维中的

大。为此本文经反复分析、比较, 最后决定采用文

献[ 11, 12 ]中的处理方法。其处理方法很简单, 首

先将网格格心处的变量插值到网格格点上, 然后

用格点上的值计算四面体单元边界上的变量值。

常用的插值方法是: 将所有围绕一个网格点的网

格单元的变量值, 进行加权平均后赋给网格点。加

权平均方法有按网格体积进行的, 也有按格心到

格点的距离进行的, 本文采用的是后者。设网格格

心 (四面体的中心) 到三角形 123 的面心位移为

∃ r , 则顶点 4 到网格格心的位移为 3∃ r。设单元中

心的变量为Q C , 四面体内的变量梯度为¨Q C , 则

三角形面 123 中心处的变量Q f, 1, 2, 3可用下式求得

Q f1, 2, 3 = Q C + ¨Q C õ ∃ r

¨Q C≈
5Q
5r

5Q
5r

∃ r≈
(Q 1 + Q 2 + Q 3) ö3 - Q 4

4∃ r
õ ∃ r

图 4　四面体格心和格点的关系图

F ig. 4　Geom etrically invarian t featu res of

tetrahedron

　　这样 Q f1, 2, 3 可用一简单公式近似表示为:

Q f1, 2, 3≈Q C + [ (Q 1 + Q 2 + Q 3) ö3- Q 4 ]ö4, 计算工

作量大大减少。由于网格格点上的变量值Q n 是对

周围格心值的一个加权平均, 本文采用了按格心

到格点的距离进行加权平均。在三维域中围绕一

个格点的四面体平均有 20～ 22 个, 所以加权平均

是非常光滑的, 不会引进新的极值, 因而不需要施

加显式的限制器。

4　算　例

算例 1　绕ON ERA M 6 机翼的流动　计算

状态为M a∞= 0. 84, Α= 3. 06°, 采用自适应网格

计算。粗网格在机翼表面共有 1034 个网格点,

2056 个三角形单元, 整个流场有 113 456 个四面

体, 20 253 个网格点。经过 2 次自适应后, 机翼表

面共有 4727 个网格点, 9444 个三角形单元, 整个

流场有 445 550 个四面体, 78 730 个网格点。由图

5 可见, 在机翼上表面有一道 Κ形激波, 但激波厚

度较厚, 经过两次自适应后, 图 6 显示在对应激波

出现的地方网格被自动细分, 捕捉到的激波厚度

大大减小。

机翼 44% , 65% , 90% 翼展处的压强系数分

布与实验值[13 ]的比较分别见图 7～ 图 9。由图可

见随着自适应的进行, 机翼翼面上的 cp 曲线越来
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图 5　粗网格层的机翼上表面网格和等压线分布

(∃P = 0. 02)

F ig. 5　Rough grid (m esh1) and p ressure con tour on

upper w ing surface (∃P = 0. 02)

图 6　经 2 次自适应后, 机翼上表面网格和等压线分

布 (∃P = 0. 02)

F ig. 6　Grid (after 2 adap tions) and p ressure con tour

on upper w ing surface (∃P = 0. 02)

越好地捕捉到了 Κ形激波。在 44% 翼展处前后两

道激波距离较远, 越往外越靠近, 到 90% 翼展处

两道激波完全融合, 激波强度也增大, 计算结果正

确反映了这一现象。

图 7　ON ERA M 6 机翼 44% 翼展处的 cp 分布

F ig. 7　P ressure distribu tion at 44% spanw ise sta t ion

为了评估自适应技术对计算效率的影响, 本

文单独在上述第 3 层网格上 (最后得到的细网格

层)进行了流场计算。图 10 示出的是 2 种计算方

式的残差收敛史比较。两者的残差收敛到 6×

10- 5, 自适应网格迭代了 1300 多步, 而单层网格

用了 1500 多步。另外由于每次迭代所需时间与网

格数目有关, 图 10 中自适应网格是以大约两倍的

倍数往上增加, 所以综合花费时间约相当于单层

网格迭代计算 800 步左右, 采用自适应技术使计

图 8　ON ERA M 6 机翼 65% 翼展处的 cp 分布

F ig. 8　P ressure distribu tion at 65% spanw ise sta t ion

图 9　ON ERA M 6 机翼 90% 翼展处的 cp 分布

F ig. 9　P ressure distribu tion at 90% spanw ise sta t ion

图 10　单层网格和自适应网格的残差收敛史比较

F ig. 10　Comparison of convergence h isto ry

算效率提高了约 1. 8 倍。

算例 2　麻雀Ë 导弹是一种具有尖拱形头

部, 细长比麻雀Ë 导弹是一种具有尖拱形头部, 细

长比为 18 的圆柱型弹体, 十字弹翼, 十字舵面的

超音速导弹。弹翼的截面形状是菱形, 舵面的平面

形状是三角形, 翼型是修改后的菱形。计算时弹翼

和舵面都不偏转, 在导弹尾部加了一个圆柱体, 以

模拟导弹实验时所用的尾部支杆。

为了研究导弹的控制特性, 马赫数固定为

2. 0, 攻角 0°～ 25°。计算得到的俯仰力矩系数和法

向力系数与实验值[14 ]对比, 两者符合比较一致。

图 11 是攻角 12°时的计算网格 (经过一次自适

应) , 表面网格有 6280 个网格点, 12 554 个三角形
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单元。图 12 是导弹表面等压线的分布图。

图 11　麻雀Ë 导弹的表面网格

F ig. 11　Surface grid on Sparrow Ë m issile

图 12　麻雀Ë 导弹的表面等压线分布

F ig. 12　P ressure con tour on Sparrow Ë m issile

(M a∞= 2. 0, Α= 12°, ∃P = 0. 1)

俯仰力矩系数及法向力系数与实验值的对比

分别见图 13 和图 14。从图可见, 计算结果与实验

值在 0°～ 23°符合得很好, 只是在攻角大于 23°时,

开始有明显的差别, 这是因为本文求解的是 Eu2
ler 方程, 没有考虑粘性的影响。为了更好地与实

验值取得一致, 需要求解N 2S 方程, 并且流动在

大迎角下的非对称、非定常运动也需考虑。

图 13　麻雀Ë 导弹的俯仰力矩系数 (M a∞= 2. 0)

F ig. 13　Calcu lated resu lts and experim ental data of

p itch ing mom ent (M a∞= 2. 0)

5　结　论

应用非结构网格求解绕三维复杂物体的无粘

流动, 通量计算采用A u sm + 迎风格式。应用多点

择优推进阵面法生成复杂曲面的三角形网格。为

了减少计算网格数目, 提高计算效率, 采用了网格

自适应技术。由于采用了高效的数组链接表数据

结构, 使得对四面体网格的自适应过程简单化。绕

ON ERA M 6 机翼的跨音速流动及麻雀Ë 导弹的

超音速流动的算例结果表明本方法的有效性。

图 14　麻雀Ë 导弹的法向力系数 (M a∞= 2. 0)

F ig. 14　Calcu lated resu lts and experim ental data of

no rm al fo rce coefficien t (M a∞= 2. 0)
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