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摘　要: 对不考虑失效模式相关性的多自由度非线性随机振动系统可靠性进行了研究。在结构系统响应和状

态函数的前四阶矩的一般数学表达式的基础上, 使用 Edgew o rth 级数把未知响应和状态函数的概率分布展

开成标准的正态分布表达式, 并放松了对随机参数的分布概型和激励类型的限制, 从而确定了系统的可靠度。
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Abstract: T he reliab ility analysis of uncerta in m ult i2degree2of2freedom nonlinear vib rat ion system s w ith inde2
pendence failu re modes sub jected to random excita t ion is exam ined. A stat ist ical fourth2mom ent m ethod is

developed to determ ine the first four mom ents of the system response and sta te function. T he distribu tion

function of the system response and sta te function is app rox im ately determ ined by the standard no rm al distri2
bution functions using Edgew o rth series, and its reliab ility is ob tained.
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　　由于结构所承受的载荷带有随机变化的性

质, 而结构参数的数值也具有分散性 (如材料、几

何等特性具有固有的随机性) , 这样就导致了具有

随机参数的承受随机载荷的随机结构系统。虽然

随机结构系统要远比确定结构系统复杂, 但是近

30 年来, 以二阶矩法和随机有限元法为主体的随

机结构可靠性的研究已取得了可观的成果。但是

关于具有随机参数的非线性振动系统的可靠性问

题的研究还多见于单自由度系统[1 ]。本文给出了

在随机参数的联合概率密度函数未知的情况下随

机多自由度非线性振动系统可靠性分析方法, 应

用 2D 矩阵值函数的概率摄动法和四阶矩技术,

导出了多自由度非线性系统响应和状态函数的前

四阶矩, 使用 Edgew o rth 级数把未知响应和状态

函数的概率分布展开成标准的正态分布表达式,

从而确定了多自由度非线性随机结构振动系统的

可靠度。而在随机参数前四阶矩已知的情况下, 本

文方法放松了对随机参数的分布概型和随机激励

的类型的限制, 使之更接近于工程实际中的非线

性随机振动系统的首次超限破坏问题, 较好地解

决了具有独立失效模式的多自由度非线性随机振

动系统的可靠性问题。

1　振动系统随机响应的二维矩阵函数公式

随机结构系统的非线性运动方程可以表示为

M (B ) x
¨

(B , t) + f (B , x , x
õ

) = F (B , t) (1)

式中: M , f , x 和 F 分别为广义质量矩阵、非线性

函数向量、位移向量和外力向量; 上标“·”代表对

时间 t 的导数; B = (bij ) s×t为用以描述概率影响的

s× t 阶的随机参数矩阵, 其中包含随机载荷参数

和随机结构参数, 这些随机参数的概率统计特性

是已知的。

若向量A (p×1)为矩阵B (s×t)的函数, 则A

在标称值B
-

处的二阶 T aylo r 表达式为[2 ]

A (B ) = A (B
-

) +
5A

5(csB ) T
B = B

- d [cs (B ) ]

+
1
2

52A
5(csB ) T2

B = B
- {d [cs (B ) ]} [2 ] (2)
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式中: d [cs (B ) ] [2 ] = d [ cs (B ) ]á d [ cs (B ) ]为 d [ cs

(B ) ]的二阶 K ronecker 幂, 符号á 代表 K roneck2
er 积; 定义为 (A ) p×q á (B ) s×t= [ a ijB ]p s×qt; cs (B )

定义为 cs (B )
(st×1)

= ∑
s

j= 1
(e

j

(s)
á I s)B e

j

(s)
, ek

(s)
为在 k 是 1,

在其它处为 0 的 s 维单位向量; I s 为 s×s 阶单位

矩阵; 矩阵导数定义为 5A ö5B = (5A ö5bij ) p s×qt。

为了推导非线性结构动力学的一般随机有限

元法的矩阵方程, 把方程 (1) 两边在B
-

附近展开成

二阶 T aylo r 表达式, 然后合并同阶顶, 可以得到

与方程 (1) 相一致的零阶、一阶和二阶方程, 求解

这些方程, 可以得到动力响应的前四阶矩为

E (x ) = x
-

+ x
-

2 (3)

V ar (x ) =
5x

-

5(csB ) T

[2 ]

[V ar (csB ) ] (4)

Tm (x ) =
5x

-

5(csB ) T

[3 ]

[Tm (csB ) ] (5)

Fm (x ) =
5x

-

5(csB ) T

[4 ]

[Fm (csB ) ] (6)

式中: E (csB ) , V ar (csB ) , Tm (csB ) , Fm (csB ) 和

E (x ) ,V ar (x ) , Tm (x ) , Fm (x ) 分别代表基本随机

变量和响应的均值、方差、三阶矩、四阶矩; x
-

和 x
-

2

分别为零阶和二阶方程的解; 5x
-

ö5(csB ) T 为响应

向量的灵敏度矩阵, 可以表示为

5x
-

5(csB ) T =
5x

-

5b11
⋯ 5x

-

5bs1
⋯ 5x

-

5b1t
⋯ 5x

-

5bst
(7)

把方程 (7)分别代入方程 (4)～ 式 (6) , 就可以得到

动力响应的方差、三阶矩和四阶矩矩阵。显然可

见, 在求动力响应的方差、三阶矩和四阶矩时, 这

里只涉及响应的一阶灵敏度, 给解决工程实际问

题带来了相当的方便; 当然, 如果取高阶矩为一阶

以上的精度, 会带来数学上的繁琐。依据以上推导

过程, 发展了国际上通用的概率摄动法和随机有

限元法, 得到了 2D 矩阵值函数的概率摄动法和

随机有限元法[3～ 5 ]。

2　系统的可靠性分析

可靠性分析的一个基本问题是计算结构系统

可靠度的多重积分, 即

R =∫g (G , z) > 0
f z (z) dz (8)

式中: f z (z) 为随机变量向量 z 的联合概率密度函

数; G 是 z 的槛值。g (G , z)为状态函数, 可以表示

系统的两种状态

g (G , z) ≤ 0　　为失败状态

g (G , z) > 0　　为安全状态
(9)

式中: g (G , z) = 0 为极限状态方程, 代表极限状态

表面, 也就是失败面。

根据状态函数的定义, 由于不考虑失效模式

相关性, 多自由度非线性随机振动系统可靠性分

析就成为与单个失效模式相同的情形, 其首次超

限破坏问题定义为

g i (G i, x i) = ûG iû - ûx iû (10)

式中: 响应 x 和门槛值 G 为相互独立的随机变

量, 由此可以确定出状态函数 g (G , x )的前四阶矩

为

E [g i (G i, x i) ] = EûG iû - Eûx iû (11)

V ar[g i (G i, x i) ] = V ar (G i) + V ar (x i) (12)

Tm (g i) =
Tm (G i) - Tm (x i)　G i, x i > 0

Tm (x i) - Tm (G i)　G i, x i ≤ 0

(13)

Fm (g i) = Fm (G i) + Fm (x i) +

6V ar (G i)V ar (x i) (14)

　　可靠性指标定义为

Βi =
E (g i)

V ar (g i)
(15)

　　在非线性系统中, 不论输入如何, 都很难确定

响应和状态函数的分布概型, 由此很难得到系统

的可靠度, 根据 Edgew o rth 级数方法, 可以把服

从任意分布的标准化了的随机变量的概率分布函

数近似地展开成标准正态分布函数[6 ] , 即

F (y ) = 5 (y ) -
Α1

3. 5 (3) (y ) -
Α2 - 3

4. 5 (4) (y ) -

10Α2
1

6. 5 (6) (y ) (16)

式中: 5 ( ) 为标准正态分布函数; Α1 为偏态系数;

Α2 为峰态系数; 5 ( i) ( )为第 i 阶微分。据此系统可

靠度为

R i = P [g i (G i, x i) > 0 ] = F (Βi) (17)

用上式计算可靠度时, 有时会出现R i> 1 的情况。

当 R i> 1 时, 采用下述经验公式进行修正

R 3
i = F 3 (Βi) =

　　F (Βi) -
F (Βi) - 5 (Βi)

{1 + [F (Βi) - 5 (Βi) ]Βi}Βi

(18)

　　Edgew o rth 级数可以任意精确地逼近随机变

量的真实分布, 但通常取级数的前 4 项即可得到

较好的近似。据此给出了在不考虑失效模式间相

关性的情况下具有随机参数的多自由度非线性随
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机振动系统的可靠度计算的数值公式。在推导过

程中, 对随机参数的分布概型和激励类型没有作

任何限制, 使之更接近于工程实际。

3　数值算例

如图 1 所示的 2 个自由度非线性体系包装

箱, 箱体受到随时间变化的水平加速度

y
¨

( t) = 0125t (cm ös2) 0 ≤ t < 1

y
¨

( t) = 0125 (2 - t) (cm ös2) 1 ≤ t < 2

y
¨

( t) = 0 其它

作用, 在质量m 2 与箱壁间的允许间隙为G , 以保

证由于弹簧的变形而不致于碰撞。

图 1　系统模型

F ig. 1　System model

　　系统振动方程为

M x
¨

+ Kx + KΕ(x á x á x ) = F ( t)

式中:

KΕ = KΕ1 KΕ2
T

其中:

　KΕ1= [k 1+ k 2, - k 2, - k 2, k 2, - k 2, k 2, k 2,

- k 2 ]

KΕ2= [ - k 2, k 2, k 2, - k 2, k 2, - k 2, - k 2, k 2 ]

这里假定质量m 1, m 2 和 c1, c2 为确定参数, 其数

值为m 1 = 2kg, m 2 = 1kg 和 c1 = c2 = 75N · söcm

随机弹性刚度 k 1 和 k 2 分别服从方差系数为 0. 05

的正态分布, 其均值分别为 75N öcm。间隙G 的前

4 阶矩分别为

E (G ) = 0. 152 (cm ) ,

V ar (G ) = 3. 92 × 10- 4 (cm 2) ,

Tm (G ) = 1. 17 × 10- 2 (cm 3) ,

Fm (G ) = 6. 9 × 10- 3 (cm 4)

随机参数矩阵B = [k 1, k 2, G ]T。

分别取 Ε= 0. 3 和 Ε= 0. 5 计算出系统的可靠

度随时间变化的曲线 (见图 2)。

本例题只给出了间隙的前 4 阶矩, 而没有给

出其分布概型, 就计算出了系统的可靠度函数随

时间的变化曲线, 这对工程实际有着十分重要的

意义, 因为在工程实际中, 很难有足够的资料确定

图 2　系统可靠度曲线

F ig. 2　Reliab ility curves

出随机参数的分布概型。
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