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摘 　要 : 具有 3 个平移自由度的 Delta 并联机构因所有运动副均采用转动铰链而愈来愈引起研究者的重视。

偏置量的存在虽降低了加工、制造、装配的难度 ,但其运动学分析的难度大大增加。本文利用消元法对偏置式

Delta 并联机构的正逆运动学进行了深入分析 ,求出了所有数值解。并采用几何图解法验证了位置正逆解的

正确性。在运动学分析过程中引入了矢量分析 ,使得消元法求解过程十分简便。通过偏置式 Delta 并联机构

的运动学分析可以证明 ,某些观点并不准确。
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Abstract : Delta parallel mechanism has attracted more attention since it has 3 translational degrees of freedom and

employs only revolute joints. The existence of offsets has made it easy to manufacture at low cost . However , it in2
creased the difficulty of kinematic analysis. A closed2form solution of both forward and reverse kinematics for the 3

DOF Delta parallel mechanism with offsets is developed by applying the dialytic method of elimination in this study.

A geometric analysis method is also applied to confirm the results. It is shown geometrically that there are 14 real

solutions to the forward kinematics problem on condition that all legs are symmetrical and the links length of each leg

is the same. Application of the vector operation simplified the course of kinematic analysis. Finally , some inaccurate

points of view are also indicated in this paper.
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　　Delta 并联机构的概念是 R. Clavel[1 ]于 1988

年最早提出的。第 1 台 Delta 并联机构具有 4 个

自由度 ,由基平台、运动平台及 4 条运动支链构

成。若将该 4 自由度 Delta 并联机构中间的 1 条

运动支链去掉 ,就演变成了 3 自由度平动 Delta

并联机构。

上述两种机构的最大缺点是存在多个球铰 ,

加工难度较大 ,精度难以保证。L . W. Tsai[2～4 ]于

1995 年发明了一种较简单的 3 自由度 Delta 并联

机构。它分为非偏置式和偏置式两种类型 (见图

1) 。该机构的最大特点是它具有 3 个移动自由

度 ,各运动副均是转动副 ,工作空间大 ,定位精度

高 ,累积误差小 ,刚度高 ,驱动器可以安装在机架

上。因此 ,图 1 所示的 Delta 并联机构在微电子

装配、细胞显微操作、光纤对接等精密操作领域有

广阔的应用前景。

本文利用消元法进行偏置式 Delta 并联机构

的运动学分析 ,并利用几何图解法对 Delta 并联

机构的正逆运动学问题进行补充说明。

(a) 偏置式 Delta 并联机构　 (b) 非偏置式 Delta 并联机构

图 1 　3 自由度 Delta 并联机构

Fig11 　Schematic of the 3 DOF Delta parallel mechanism

1 　偏置式 Delta 并联机构的运动支链描述

图 1 (a)所示的偏置式 Delta 并联机构由运动

平台、基平台及连接两个平台的 3 个分支组成。
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各个分支均由 3 个相互平行但不共面的转动副及

1 个平行四边形机构连接而成。

不失一般性 ,取 Delta 并联机构的 1 个分支 ,

见图 2。参考坐标系 O2X Y Z 的坐标原点设在固

定平台的中心 O 处 , Z 轴沿平台平面的法线方向

并指向运动平台 , X 轴沿 OA i 方向 , Y 轴方向由

右手坐标系确定。运动平台的中心为 P ,其坐标

值为 ( x , y , z ) 。

图 2 　运动支链的描述

Fig12 　Depiction of the joint angles and link lengths for leg i

该机构的基平台和运动平台皆为等边三角

形 ,其外接圆的半径分别 r1 是 r2 。3 个前臂长

A iB i ( i = 1 ,2 ,3) 均为 a ;偏置 B iCi ( i = 1 ,2 ,3)

的长度为 b ;平行四边形的等效长度 CiD i ( i = 1 ,

2 ,3) 为 c ;偏置 D i Ei ( i = 1 ,2 ,3) 的长度为 d。

2 　析配消元法

211 　偏置式 Delta 并联机构的位置反解

已知运动平台中心点 P 的位置 ( x , y , z ) ,求

解输入构件 A iB i 的角度θi1 ( i = 1 ,2 ,3 ,下同) ,即

是偏置式 Delta 并联机构的位置反解。

从图 2 中可以看出

P + r i2 = r i1 + a i + bi + ci + di (1)

　　式 (1)可转换成

‖P + r i2 - r i1 - a i ‖ = ‖bi + ci + di ‖

(2)

式中 : P 是上平台中心在基坐标系内的位置矢量 ,

P = [ x , y , z ] T ; r i2 , r i1 分别是运动平台与基平台

的半径矢量 , r i2 = [ r2cosφi , r2sinφi ,0 ] T , r i1 =

[ r1cosφi , r1sinφi ,0 ] T ;φi 为 OA i 与基坐标系 X 轴

的夹角 ; a i , bi , ci , di 分别是杆 A iB i , B iCi , CiD i ,

D i Ei 在基坐标系中的长度矢量 ,

a i = [ acosθi1cosφi , acosθi1sinφi , asinθi1 ] T ,

bi = [ bcosθi2cosφi , bcosθi2sinφi , bsinθi2 ] T ,

ci = [ c (sinθi3cosθi2cosφi - cosθi3sinφi) ,

c (sinθi3cosθi2sinφi + cosθi3cosφi) ,

csinθi3sinθi2 ] T

di = [ dcosθi2cosφi , dcosθi2sinφi , dsinθi2 ] T ;

　　展开式 (2)得

x2 + y2 + z2 - 2 ( r1 - r2) xcosφi - 2 axcosθi1cosφi

- 2 ( r1 - r2) ysinφi - 2 aycosθi1sinφi - 2 az sinθi1

+ 2 ( r1 - r2) acosθi1 + a2 + ( r1 - r2) 2 =

( b + d) 2 + c2 + 2 ( b + d) csinθi3 (3)

　　要找出 ( x , y , z ) 与θi1 之间的关系 ,必须将

上式中的θi3 消去。设μi 为转动副 A i 的轴心线

方向单位矢量 ,μi = [ - sinφi , cosφi , 0 ] T。将式

(1) 两边各点乘μT
i

μT
i ·P + μT

i ·r i2 = μT
i ·r i1 + μT

i ·a i +

μT
i ·bi + μT

i ·ci + μT
i ·di (4)

　　因μT
i ·r i2 = 0 ,μT

i ·r i1 = 0 ,μT
i ·a i = 0 ,

μT
i ·bi = 0 ,μT

i ·di = 0。则式 (4) 变成

μT
i ·P = μT

i ·ci (5)

展开式 (5) 并整理成

- x sinφi + ycosφi = ccosθi3 (6)

将式 (6) 代入式 (3) ,并令 (假设θi1 ≠±π)

sinθi1 =
2 t i1

1 + t2
i1
　　cosθi1 =

1 - t2
i1

1 + t2
i1

可得

n i1 t2
i1 + n i2 t i1 + n i3 = 0 (7)

其中系数 n i1 , n i2 , n i3是 x , y , z ,θi3 ,φi 及各结构

参数的函数 ,而θi3可通过式 (6) 求得

csinθi3 = ± c2 - ( ycosφi - x sinφi)
2

　　式 (7) 为一元二次方程 ,最多只对应 2 个值 ,

即

t i1 =
- n i2 ± n2

i2 - 4 n i1 n i3

2 n i1
(8)

所以

θi1 = 2arctan - n i2 ± n2
i2 - 4 n i1 n i3

2 n i1

(9)

　　上式等号右边的各个参数均为已知。当微操

作机构的末端输出确定时 ,关节角θi3有 2 个取

值 ,而每一个θi3对应 2 个θi1值 ,所以当末端位置

( x , y , z ) 已知时 ,θi1有 4 个值。

若 Delta 并联机构的偏置量为零 ,即 b = d

= 0 ,位置反解步骤一样 ,只不过系数 n i1 , n i2 , n i3

与θi3无关 ,所以当末端位置 ( x , y , z ) 已知时 ,θi1

只有 2 个值。
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212 　Delta 并联机构的位置正解

已知输入构件 A iB i 的角度θi1 ( i = 1 ,2 ,3 ,下

同) ,求解运动平台中心点 P 的位置 ( x , y , z ) ,即

是 Delta 并联机构的位置正解。

对于式 (6) ,若令 i = 1 ,且φ1 = 0°,则可变

为下列形式

y = ccosθ13 (10)

　　对于式 (6) ,若令 i = 2 ,且将式 (10) 代入式

(6) ,则可得

x =
c

sinφ2
(cosθ13cosφ2 - cosθ23) (11)

　　当 i 分别等于 1 ,2 ,3 时 ,式 (3) 可以化为 3 个

式子。i = 1 时的式子减去 i = 2 时的式子 , i =

1 时的式子减去 i = 3 时的式子 ,得到下列两式

k1 x + k2 y + k3 z + k4sinθ13 - k4sinθ23 + k5 = 0

(12)

k6 x + k7 y + k8 z + k4sinθ13 - k4sinθ33 + k9 = 0

(13)

　　将式 (10) (11) 代入 (12) 可求出 z

z = k10cosθ13 + k11sinθ13 + k12cosθ23 -

k11sinθ23 + k13 (14)

　　从式 (10) ,式 (11) ,式 (14) 可以看出 , x , y , z

均是角度θ13与θ23的函数 ,如果能求出角度θ13 ,

θ23与输入角θ11 ,θ21 ,θ31之间的关系式 ,偏置式

Delta 并联机构的正运动学问题便迎刃而解。

将式 (10) ,式 (11) ,式 (14) 代入式 (13) 得

k14sinθ13 + k15cosθ13 + k16sinθ23 +

k17cosθ23 - k4sinθ33 + k18 = 0 (15)

　　当 i = 3 时 ,将式 (10) ,式 (11) 代入式 (6) 得

k19cosθ13 + k20cosθ23 + cosθ33 = 0 (16)

　　从式 (15) 和式 (16) 中消去θ33得

k21sin2θ13 + k22cos2θ13 + k23sin2θ23 +

k24cos2θ23 + k25sinθ13cosθ13 +

k26sinθ13sinθ23 + k27sinθ13cosθ23 +

k28cosθ13sinθ23 + k29cosθ13cosθ23 +

k30sinθ23cosθ23 + k31sinθ13 + k32cosθ13 +

k33sinθ23 + k34cosθ23 + k35 = 0 (17)

　　当 i = 1 时 ,将式 (10) ,式 (11) ,式 (14) 代入

式 (3) 得

k36sin2θ13 + k37cos2θ13 + k36sin2θ23 +

k38cos2θ23 + k39sinθ13cosθ13 + k40sinθ13sinθ23 +

k41sinθ13cosθ23 - k39cosθ13sinθ23 +

k42cosθ13cosθ23 - k41sinθ23cosθ23 + k43sinθ13 +

k44cosθ13 + k45sinθ23 + k46cosθ23 + k47 = 0 (18)

　　上面式 (12) ～式 (18) 中 ,系数 k j ( j = 1 , 2 ,

⋯,47) 是各结构参数及输入角θi1 ( i = 1 ,2 ,3) 的

函数。

令 　sinθ13 =
2 w 13

1 + w 2
13

,cosθ13 =
1 - w 2

13

1 + w 2
13

sinθ23 =
2 w 23

1 + w 2
23

,cosθ23 =
1 - w 2

23

1 + w 2
23

则式 (17) ,式 (18) 变换成下列两个方程

m 1 w 4
23 + m 2 w 3

23 + m 3 w 2
23 + m 4 w 23 + m 5 = 0

(19)

m 6 w 4
23 + m 7 w 3

23 + m 8 w 2
23 + m 9 w 23 + m 10 = 0

(20)

　　式 (19) ,式 (20) 中 ,各系数 m q ( q = 1 , 2 , ⋯,

10) 仅是关于 w 13的不高于 4 次的函数。用 w 23 ,

w 2
23 , w 3

23分别乘以式 (19) ,式 (20) ,共得 6 个附加

方程 ,连同式 (19) ,式 (20) 共有 8 个方程 ,写成矩

阵形式

m5 m4 m3 m2 m1 0 0 0

m10 m9 m8 m7 m6 0 0 0

0 m5 m4 m3 m2 m1 0 0

0 m10 m9 m8 m7 m6 0 0

0 0 m5 m4 m3 m2 m1 0

0 0 m10 m9 m8 m7 m6 0

0 0 0 m5 m4 m3 m2 m1

0 0 0 m10 m9 m8 m7 m6

1

w 23

w 2
23

w 3
23

w 4
23

w 5
23

w 6
23

w 7
23

= 0

(21)

由于{ 1 　w 23 　w 2
23 　w 3

23 　w 4
23 　w 5

23 　w 6
23 　

w 7
23} T ≠0 ,所以这个齐次方程组有非零解的充分

必要条件是其系数行列式等于零。

m5 m4 m3 m2 m1 0 0 0

m10 m9 m8 m7 m6 0 0 0

0 m5 m4 m3 m2 m1 0 0

0 m10 m9 m8 m7 m6 0 0

0 0 m5 m4 m3 m2 m1 0

0 0 m10 m9 m8 m7 m6 0

0 0 0 m5 m4 m3 m2 m1

0 0 0 m10 m9 m8 m7 m6

= 0 (22)

将上式展开 , 并将 m q 代入 , 可得一个关于

w 13的 32 次方程 (各项系数是结构参数和输入的

函数) 。解这个 32 次方程 ,可得到 w 13的 32 个

解。将 w 13代入式 (19) 或式 (20) ,可解得 w 23 。

由 w 13和 w 23可求得θ13和θ23 ,将θ13和θ23
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分别代入 (10) 、式 (11) 及式 (14) 可解得 x , y 及 z 。

若偏置量为零时 ,即 b = d = 0 时 ,Delta 并

联机构正解变得较为容易。因式 (3) 中的 2 ( b +

d) csinθi3项为零 ,当 i 分别等于 1 , 2 , 3 时 ,式 (3)

可化为具有 3 个未知数 x , y , z 的 3 个方程 ,最高

次幂为 2 ,因此不难解出 x , y , z ,且有两组解。

213 　正解数值算例

设 Delta 并联机构的各项结构参数及输入角

如下 : r1 = 8mm , r2 = 8mm , a = 40mm , b = 8mm ,

c = 53128mm , d = 8mm ,φ1 = 0°,φ2 = 120°,φ3 =

240°,θ11 = 10°,θ21 = 45°,θ31 = 35°。

　　将上列参数代入式 (22) 得

- 01042 w 32
13 + 61974 w 31

13 + 941137 w 30
13 + 3041572 w 29

13 +

1078108 w 28
13 + 24501892 w 27

13 + 51241347 w 26
13 +

89701248 w 25
13 + 131201189 w 24

13 + 179261134 w 23
13 +

192671476 w 22
13 + 198201727 w 21

13 + 151581895 w 20
13 +

95081707 w 19
13 + 33331059 w 18

13 - 32681273 w 17
13 -

44721347 w 16
13 - 73801902 w 15

13 - 42481403 w 14
13 -

46111857 w 13
13 - 15341351 w 12

13 - 16451583 w 11
13 -

1831003 w10
13 - 4311435 w9

13 + 691426 w8
13 -

1021383 w7
13 + 401311 w6

13 - 221837 w5
13 +

81912 w 4
13 - 31152 w 3

13 + 01984 w 2
13 -

01092 w 13 - 01005 = 0 (23)

　　求解该 w 13的 32 次代数方程 ,可得 w 13的 32

个解析解。并将 w 13代入式 (19) 或式 (20) ,可求

得 w 23的 32 个解。在所求得 w 13与 w 23的 32 个

解析解中有 7 个实解 ,25 个虚解。由 w 13和 w 23的

所有实解值可求得θ13和θ23 ,将θ13和θ23分别代入

(10) ,式 (11)及式 (14)可解得 x , y 及 z ,见表 1。
表 1 　位置正解数值算例

Table 1 　Solution for the forward kinematics

　　　　　　　numerical example

t 13 t 23 θ13 θ23 x y z

178185 1173 3113 2109 6115 53128 - 15128

- 9176 - 1194 - 2194 - 2119 65182 52117 49132

- 1151 2107 - 1197 2124 50117 20179 - 30183

- 1121 - 1192 - 1176 - 2118 41107 10104 30178

0183 0197 1139 1154 - 7163 9182 0109

0124 - 0147 0147 - 0189 - 66127 47148 19117

0122 - 0148 0143 - 019 - 66137 48136 18176

3 　几何图解分析法

311 　Delta 并联机构位置反解

(1) 偏置量 b + d ≠0 时

如果说运动平台的中心点 P 的位置已知 ,那

么支链与上运动平台连接的转动副中心 Ei 的位

置也是可知的。任取一条支链 i ( i = 1 或 2 或 3) ,

若假设运动支链从 B i 点断开 , 当考虑后臂

EiD iCiB i 的全局运动时 , B i 点的轨迹是一个圆环

胎 (见图 3) ,圆环胎的中心为 Ei ,圆环胎的半径为

b + d ,圆环胎的圆环半径为 c。当前臂 A iB i 全局

运动时 , B i 点的轨迹将是一个圆 ,其半径为 a ,圆

心为点 A i 。那么位置反解的个数就是圆与圆环胎

的交点的个数。从图 4、图 5 中 ,可以发现可能有 4

种情况出现 :

图 3 　当上臂做全局运动时 B i 点的轨迹

Fig13 　The trajectory of B i swept by EiD iCiB i

图 4 　B i 点的轨迹与圆环胎的相切

Fig14 　The trajectory of B i tangential to the sphere

①圆与圆环胎相切 　如图4所示 ,前臂 A iB i

上 B i 点的轨迹圆与圆环胎相切 ,有唯一交点。对

应于式 (9) n2
i2 - 4 n i1 n i3 = 0 ,式 (9) 有唯一解。

②圆与圆环胎相交 　如图 5所示 ,前臂 A iB i

上 B i 点的轨迹圆与圆环胎相交 ,共有 4 个交点。

对应于式 (9) 中 , n2
i2 - 4 n i1 n i3 > 0。由于θi3 有 2

个解 , n i1 , n i3 各有 2 个值 ,所以θi1 共有 4 个解。

③圆与圆环胎不相交 　图5中 ,前臂 A iB i 上

B i 点的轨迹圆与圆环胎无交点。对应于式 (9) ,

n2
i2 - 4 n i1 n i3 < 0 ,此时式 (9) 无解。
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④圆与圆环胎重合 　图5中 ,前臂 A iB i 上B i

点的轨迹圆与圆环胎重合 ,有无数个交点。对应于

式 (9) , n i1 = n i2 = n i3 = 0 ,θi1 有无数个解。这种

情况只有在运动平台与基平台同时处于同一平面

时才能发生。这显然是不可能的。

图 5 　B i 点的轨迹与圆环胎的相交

Fig15 　The trajectory of B i intersecting the sphere

(2) 偏置量 b + d = 0 时

当 b + d = 0 时 ,Delta 并联机构位置逆解的

几何图解分析步骤与 b + d ≠0时相同。只不过后

臂 EiD iCiB i 全局运动时 , B i 点的轨迹是一个圆球

面而不是圆环胎 ,前臂 A iB i 上B i 点的轨迹圆与球

面的交点最多为2个 ,因此θi1 共有2个解。这正好

与论文前一部分讨论的结果相吻合。

312 　Delta 并联机构位置正解

(1) 偏置量 b + d ≠0 时

对于某一条支链来说 ,如果说给定θi1 ( i = 1

或 2 或 3) 值时 , B i 点的位置确定 ,则运动平台中

心点 P的轨迹是一圆环胎。该圆环胎的中心 B′i 与

B i 沿 Ei P 方向相距 r2 ,半径为 b + d ,圆环半径为

c (见图 3) 。当 i = 1 ,2 ,3 时 , P 点必须同时落在 3

条支链 P点扫过的圆环胎上 (见图6) 。这 3个圆环

胎的交点就代表着正运动学的解。有 4 种可能 :

　　①圆环胎与另外 2 个圆环胎的交线相交 　交

点数就是 x , y , z 实解的个数。理论上讲 ,交点个

数最多时达 32 个。一般来讲 , Delta 并联机构的

3 条支链呈对称分布 ,且各支链的结构参数一致。

此时 3 个圆环胎的交点最多为 14 个 (见图 7) 。

因此偏置式 Delta 并联机构最多有 14 个实解。

②3 个圆环胎重合 　当 3 个圆环胎重合时 ,

有无数交点。对应于方程 (22) , w 13有无数个解。

这种情况不可能出现。

③圆环胎与另外 2 个圆环胎的交线相切 　当

圆环胎与另外 2 个圆环胎的交线相切时 ,只有一

个交点 , 即 x , y , z 只有一组解。对应于方程

(22) , w 13只有一个实解 ,其余全是虚解。

④圆环胎之间不相交 　圆环胎之间不相交 ,

对应于方程 (22) , w 13无实解 ,只有虚解 ,所以 x ,

y , z 也没有实解。

图 6 　P 点扫过的轨迹 (圆环胎或圆球面)

Fig16 　The torus or sphere created by P′s range of motion

图 7 　3 个圆环胎相交

Fig17 　The intersection of three tori

　　(2) 偏置量 b + d = 0 时

当 b + d = 0 时 ,Delta 并联机构位置正解的

几何图解分析步骤与 b + d ≠0时相同 ,只不过运

动平台中心点 P 的轨迹是一球面。该圆球面的半

径为 c ,其中心 B′i 与B i 沿 Ei P方向相距 r2 。P点必

须同时落在 3 条运动支链 P 点扫过的圆球面上

(见图 6) 。这 3个圆球面的交点就代表着正运动学

的解。也有 4 种可能 :

①圆球面与另外 2 个圆球面的交线相交 　2

个球面的交线是一个圆 , 圆与球面的交点只有 2

个 (见图 8) 。对应于方程 (3) ,有 2 组解。这是一般

情况。

②3 个圆球面重合 　如果 3 个圆球面完全重

合 ,则有无数个交点 , 对应于方程 (3) , x , y , z 有

无数组解。这种情况只有在θ11 =θ21 =θ31 =
π
2

,

r1 = r2时才有可能发生。此时机构处于奇异状
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图 8 　3 个圆球面相交

Fig18 　The intersection of three spheres

态 ,应尽量避免该情况的发生。

　　③圆球面与另外2个圆球面的交线相切 　

2 个球面的交线是一个圆 ,圆与球面的交点只有

一个。对应于方程 (3) ,只有一组解。

④圆球面之间不相交 　对应于方程 (3) ,无

实解。

4 　结 　论

利用析配消元法和几何图解法对偏置式

Delta 并联机构的位置正反解进行了深入分析 ,得

出的结论是“偏置式Delta 并联机构与非偏置式的

位置正反解有很大差别 :当 b + d ≠0 时 ,反解较

为容易 ,正解则极为复杂 ;当 b + d = 0时 ,正反解

都比较容易”。

这一结论同时证明下列观点并不准确 :

“Delta 并联机构的偏置大小或有无对机构的运动

学性能并无影响”、“对 Delta 机构 ,其位置正解与

其反解的求法一样的简单”、“平动自由度与转动

自由度的相互耦合是造成并联机构位置正解十分

困难的根本原因。而对于三自由度平动并联机构 ,

不存在平动与转动自由度的耦合现象 ,因此其位

置正解与反解的求法同样简单”。
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