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摘　要 : 针对传统模态辨识方法存在的缺陷 ,研究了工程结构在环境激励下的模态参数的辨识问题。通过各

点测试数据的协方差数据构成 Hankel矩阵 ,运用随机子空间实现进行系统矩阵的辨识。经飞机模型的环境

激励分析验证 ,上述方法具有理想的辨识精度 ,在大型结构的模态辨识领域 ,拥有广阔的应用前景。
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Abstract : Focusing on the defects of the classical modal parameter estimation approach , this paper investigates a

novel technique for modal parameter identification of structures under operation conditions. Stochastic subspace real2
ization is introduced to determine the system matrix only using output data. The performance of the method is criti2
cally evaluated for an airplane model. The results of experiment show that the above method has the same accuracy

as the classical modal estimation method and possesses a broad application prospect in parameter identification of

structures under operation conditions.
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　　传统的模态参数辨识是在非工作状态下 ,采

用人工激励通过测量工程结构的激振力和响应 ,

进而采用频响函数或脉冲响应函数来识别模态参

数 ,该方法在工程实践中取得了良好的效果。但

在以下方面存在着明显的不足。

首先 ,传统方法的测试数据大多是在试验条

件下得到的 ,结构内部各部件间的摩擦、间隙、外

界载荷和边界条件这些因素 ,会直接影响到结构

的模态特性 ,使得实验模态参数与环境激励下的

模态参数存在明显的差异。G. H. James[1 ]等人的

研究表明 ,风力发电机在工作和非工作条件下的

固有频率相差 1 % ,阻尼比的差异为 230 %。

Roberts和 Pearson[2 ]对一个九跨、长 840m的大桥

进行了监测 ,在为期一年的监测中 ,发现环境条件

的变化将直接导致系统特征频率变化 3 %～4 %。

其次 ,一些大型的工程结构通常需要花费大量的

人力、特殊的设备去激励 ,大大增加了模态辨识的

成本和难度 ,比如大型桥梁的模态测试 ,往往采用

发射火箭的方式对桥梁施加激励 ,不仅增加了测

试成本 ,而且还会对桥梁的安全构成严重的威胁。

此外 ,激励信号很难完全覆盖所有频带 ,因而不能

保证激励出工程结构的所有模态。

在工程实践中 ,一些工程结构在工作状态下

只受到环境激励 ,如海洋平台受海浪和风的激励 ,

桥梁受风力和车辆激励 ,而这些激励源的输入信

号是无法得到的。根据线性系统理论 ,系统的行

为由输入、传递函数和输出所确定 ,知道了其中的

两个基本要素 ,则第 3个要素惟一确定。因此 ,如

何只利用响应信号 ,测试大型工程结构 (如飞行

器、海洋平台、核反应堆和桥梁等)在环境激励下

的工作模态参数 ,进而通过参数的变化实现对大

型工程结构的在线监测和故障诊断 ,就成为摆在

工程技术人员面前的一个课题。

目前在环境激励条件下的模态识别方法主要

包括功率谱和多维 ARMA 建模方法。Eberhard2
Luz等人[3 ]利用谱峰值法提取模态参数 ,首先通

过功率谱密度函数的峰值得到自然频率 ,然后采

用半功率法得到阻尼 ,最后计算所测各响应点同

参考点之间的互谱密度与参考点自谱密度的比值

(复传递率)得到振型。由于工作状态下的响应数
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据总是被测量噪声严重污染 ,因此所得的结果总

不能令人满意。Luc Hermans等[4 ]在输入为白噪

声且具有零均值的假设下 ,利用实测响应数据建

立自回归模型 ,将一个由 AR系数组成的矩阵进

行特征值分解 ,得到特征值和特征向量 ,进而获得

模态参数 ,由于该方法涉及到求解一个多元非线

性的最优化问题 ,因而会导致收敛性不能保证 ,局

部最小以及大量计算时间的消耗 ,得到的结构参

数不太理想。

本文针对上述大型结构在工作条件下 ,其所

受的环境激励近似为一随机激励的特点。以状态

空间的形式来描述各测点的振动响应时间序列 ,

并通过随机子空间实现方法求取工程结构的系统

矩阵和输入输出矩阵 ,相当于对响应时间序列进

行了一次维纳滤波 ,剔除了与输入输出特性无关

的随机噪声 ,相对于传统的子空间辨识方法 ,可以

求得更为精确的结构各阶固有频率、阻尼和振型。

1　工程结构的状态方程描述

在时域中进行模态辨识时 ,通常采用微 (差)

分方程、传递函数矩阵等形式来描述结构的振动

行为 ,而以上输入输出模型只刻划结构的外部特

性而未深入内部。与此不同的是 ,状态空间模型

则可以进一步深入到结构的内部情况 ,因此可以

揭示更多的信息[5 ]。本节主要介绍如何将输入

输出模型转化为状态方程模型。

对于一个 N 自由度的线性定常振动系统 ,在

激励力的作用下 ,其振动行为可以采用下述微分

方程组来描述

M0 ẍ + C0 Ûx + K0 x = L U (1)

其中 : x 为 N 维位移向量 ; M0 , C0 , K0 分别表示

系统的质量、阻尼和刚度矩阵 ( N ×N ) ; L 为载荷

分配矩阵 ,反映了各激励源在各激励点的载荷分

配情况 ( N ×P) ; U 为外界激励。

将上式与恒等式组合在一起 ,可得

Ûx = IÛx

ẍ = - M - 1
0 K0 x - M - 1

0 C0 Ûx + M - 1
0 L U

(2)

　　令 X =
x

Ûx
,定义为状态向量 ,为 2 N 维 ,并

得状态方程

ÛX = AX + BU (3)

其中 : A称为系统矩阵 (2 N ×2 N ) ; B 称为输入矩

阵 (2 N ×P)

A =
0 I

- M - 1
0 K0 - M - 1

0 C0
, B =
　0

M - 1
0 L

(4)

　　系统的输出向量与状态向量 X间的关系为

Y = CX + V (5)

其中 : Y为 m 维输出向量 ; C为结构的输出矩阵

( m ×2 N ) ; V为系统的测试噪声 ( m ×1) 。

式 (3) 、式 (5)所述状态方程的离散形式为

xk +1 = Axk + Buk

yk = Cxk + vk

(6)

　　式 (1)系统的模态特性 (μ,Ψμ)为如下方程

的解[6 ]

| M0μ
2 + C0μ + K0 | = 0

( M0μ
2 + C0μ + K0)Ψμ = 0

(7)

　　而系统矩阵 A的特征值λ及特征向量Φλ与

系统的模态参数 (μ,Ψμ)间存在如下关系[6 ]

λ = eμΔt

Ψμ = CΦλ
(8)

其中 :Δt 为采样间隔。

那么 ,结构的模态参数 :第 i 阶固有频率 f i、

阻尼率ζi及振型ψi分别为

f i =
1

2πΔt
lnλilnλi

ζi = -
ln (λi�λi)

2 lnλilnλi

ψi = Cφi

(9)

2　状态方程的随机子空间实现

从式 (8)不难看出 ,如何根据输入、输出向量

估计系统的系统矩阵 A 和输出矩阵 C ,是实现模

态辨识的关键。

定义输出和输入向量的 Hankel矩阵为

Ys =

y1 y2 ⋯ yq

y2 ⋯ ⋯ yq +1

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
yp ⋯ ⋯ yp + q - 1

,

U s =

u1 u2 ⋯ uq

u2 ⋯ ⋯ uq +1

⋯ ⋯ ⋯ ⋯
up ⋯ ⋯ up + q- 1

(10)

　　由文献[ 7 ]可得

Ys = ΓXs + GU s (11)

其中 :Γ为观测矩阵 ; Xs 为多维时间序列 ; G 为

Markov参数的 Toeplitz矩阵

Γ =

C

CA

…

CAp - 1

, Xs = [ x 1　x 2　⋯　x q ]

(12)

621　　　　　　 航　空　学　报 第 25卷



G =

0 0 ⋯ ⋯ 0

CAB 0 ω ω 0

CA2 B CAB ω ω …

… … ω ω …

CAp - 1 B CAp - 2 B ⋯ CAB 0

(13)

　　根据式 (11) ,易得

Ys U ⊥s = Ys[ I - U T
s [ U s U T

s ] - 1 U s ] = ΓXs U ⊥s

(14)

其中 : U ⊥s 为 U s的正交矩阵.

为得到观测矩阵Γ的估计值 ,对上式进行奇

异值分解可得

YU ⊥= [ P1　P2 ]
S1 0

0 S2

V T
1

V T
2

(15)

　　那么Γ的估计值为

Γ̂ = P1 (16)

　　根据式 (12)不难得 A和 C的估计值为

A = ( Pp - 1) ←
|

( P ↑p - 1) (17)

其中 : Pp - 1为 P1的前 p - 1行的块矩阵 ; P ↑p - 1为

P1的后 p - 1行的块矩阵 ;‘←|’代表伪逆。

C即取观测矩阵Γ的第 1 行子块矩阵。另

外 ,可以采用类似于 ERA 方法[8 ]估计系统矩阵

A和输出矩阵 C。

首先定义如下左移 Hankel矩阵

�Y =

y2 y3 ⋯ yq +1

y3 ⋯ ⋯ yq +2

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

yp +1 ⋯ ⋯ yp + q

(18)

　　相应的 G和可测矩阵Γ的左移矩阵为

�G =

CAB 0 ⋯ ⋯ 0

CA2 B CAB ω ω 0

CA3 B CA2 B ω ω …

… … ω ω …

CApB CAp - 1 B ⋯ CA2 B CAB

(19)

�Γ =

CA

CA2

…

CAp

(20)

　　将式 (18)代入式 (14)得

�YU ⊥s = �ΓXs U ⊥s = ΓAXs U ⊥s (21)

　　由式 (14)和式 (21)可得系统矩阵 A为

A = Γ←
|

�YU ⊥ ( YU ⊥) ←
|
Γ (22)

　　根据式 (14)可得观测矩阵的估计值

Γ = P1 S0. 5
1 (23)

　　将式 (23)代入式 (22) ,可得

A = S - 0. 5
1 P T

1 �YU ⊥ V1 S - 0. 5
1 (24)

　　随机子空间实现采用奇异值分解技术来实现

系统矩阵 A和输出矩阵 C的估计。这是由于 :从

逼近理论来看 , P1 S1 V1 是 H的子空间的最佳逼

近 ,以尽量少的阶次来描述系统的振动特性 ,减少

了计算量 ;从信号处理的角度看 ,上述分解相当于

对数据进行了一次维纳滤波 ,剔除了与输入输出

特性无关的随机噪声 ,提高了子空间辨识算法的

抗干扰能力。

3　飞机模型环境激励下的模态测试

为了验证本文所提出的方法的科学性和有效

性 ,采用飞机模型作为试件进行试验验证。该模

型为铝制 ,机长 1000mm ,翼展 1100mm。通过框

架上的 3个悬挂点用橡皮绳将它悬挂起来 ,模拟

飞机在空中飞行时的自由状态。为了模拟飞行状

态下气动噪声的影响 ,噪声源采用美国惠普公司

HP3562 信号发生器产生的白噪声信号 ,使用南

京航空航天大学振动工程研究所自行研制的两个

HEV220型 (2kg)激振器在两侧机翼激振。框架

上布置 24个扬州无线电二厂生产的 CA2YD2107

型压电晶体加速度传感器测量各点响应信号 (测

点布置见图 1) ,采用南京航空航天大学振动工程

研究所自行研制的 64 通道 MVMAS23 多点激振

和测量分析系统 (见图 2)进行数据采集。

首先采用传统的模态实验方法对系统进行激

图 1　飞机模型测点及激励点布置图

　　　　　Fig11　The airplane model with distribution

of transducers and shakers
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图 2　环境激励试验测试系统

Fig12　Ambient vibration measurement system

励 ,对 24个测点响应和 2点激励信号同时进行采

集 ,每个通道的采样点数为 6144 ,采样频率为

512Hz ,通过多点适调算法得到它的 15 阶模态参

数 (不包括刚体模态) ,模态频率和阻尼比如表 1

所示 ,前三阶模态振型如图 3 所示。以此作为参

考数据 ,用来同随机子空间实现算法得到的结果

进行比较。

表 1　适调激振法所得飞机模型模态频率和阻尼比

Table 1　Modal frequencies and damping ratios of airplane

model via harmonic excitation method

模态阶数 1 2 3 4 5

频率/ Hz 14. 8 23. 6 35. 14 45. 02 52. 5

阻尼比/ % 5. 14 0. 86 4. 25 1. 67 3. 11

模态阶数 6 7 8 9 10

频率/ Hz 63 69 98. 7 107. 34 112. 9

阻尼比/ % 1. 50 1. 45 1. 36 0. 93 1. 58

模态阶数 11 12 13 14 15

频率/ Hz 143. 5 151. 54 158 170 173. 3

阻尼比/ % 0. 70 0. 39 0. 48 1. 05 0. 54

(a) 1阶模态振型

(b) 2阶模态振型

(c) 3阶模态振型

图 3　适调激振法所得模态振型

Fig13　The first three modal shapes via harmonic excitation method

由于飞机在飞行状态下的环境激励可以近似

为一随机激励 ,为此用 HP3562 产生白噪声信号

来驱动激振器模拟飞机的环境激励 ,只采集 24路

响应信号 ,然后采用子空间算法识别飞机模型的

模态参数 ,模态频率和阻尼如表 2所示 ,前三阶模

态振型如图 4所示。不难看出其结果与适调激振

法的结果非常一致。

(a) 1阶模态振型

(b) 2阶模态振型

(c) 3阶模态振型

图 4　环境激励下子空间随机实现所得模态振型

　　Fig14　The first three modal shapes via stochastic subspace

realization in ambient excitation

4　结　论

研究了环境激励下只利用响应数据进行模态

辨识的随机子空间实现方法 ,经飞机模型的环境

激励实验 ,与传统的多点适调方法相比 (需要

同时测取响应和激励信号) ,在只利用响应数据的
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表 2　环境激励下随机子空间实现所得模态频率和阻尼比

Table 2　Modal frequencies and damping ratios of airplane

model via stochastic subspace realization in ambi2
ent excitation

模态阶数 1 2 3 4 5

频率/ Hz 14. 9 23. 4 35. 3 45. 0 52. 3

阻尼比/ % 5. 44 0. 96 4. 5 1. 7 3. 1

模态阶数 6 7 8 9 10

频率/ Hz 63. 4 69. 2 98. 7 107. 4 113. 1

阻尼比/ % 1. 40 1. 48 1. 43 1. 1 1. 78

模态阶数 11 12 13 14 15

频率/ Hz 143. 9 151. 4 158. 4 170. 4 173. 8

阻尼比/ % 0. 81 0. 49 0. 68 1. 15 0. 64

条件下 ,依然具有类似的识别结果。从而证明该

方法在确保识别精度的前提下 ,可以大大降低模

态试验的设备需求和工作量 ,为模态试验由实验

室面向工程实践提供了有效的技术支撑。本文仅

探讨了环境激励为随机激励这一工程实践中较常

见形式下的结构参数的辨识问题 ,而更为复杂的、

广义激励形式下辨识问题值得进一步研究。
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