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【摘要】基于程度与精度的逻辑差需求，提出了程度与精度的逻辑差粗糙集模型，并定义了粗糙集区域概念。通过变精

度近似与程度近似的转化公式，得到了粗糙集区域的基本结构，提出了计算粗糙集区域的常规算法和结构算法，进行了算法

分析与比较，探索并得到了模型在决策表中的应用方向。通过该模型拓展了程度粗糙集模型和经典粗糙集模型。 
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Abstract  This paper proposes a rough set model of logical difference operation of grade and precision, and 

defines the concepts of rough set regions. In the new model, basic structure of rough set regions is obtained by 
transformation formulas between variable precision approximations and graded approximations. Regular algorithm 
and structural algorithm are proposed and analyzed to calculate rough set regions, and application prospect of the 
new model in decision table is explored and obtained. The new model has extended graded rough set model and 
classical rough set model. 
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经典粗糙集模型[1]的缺陷在于忽略了类与集合

重叠部分的定量信息。而在实际中，集合间往往呈

现一定程度的包含关系[2]，，同时因此需要拓展经典

粗糙集模型，而变精度粗糙集[3]和程度粗糙集[4]就就

是两个重要的拓展模型。传统的变精度粗糙集模型

基于多数包含关系，即参数 b 范围为 )5.0,0[ ，从理

论与实际出发，需要也容易把参数 b 范围拓展到

]1,0[ [5]。 

实际上，变精度粗糙集和程度粗糙集分别来源

于可能性模态逻辑和程度模态逻辑[4]。变精度粗糙

集模型的理论和应用是研究热点[6-9]。程度粗糙集模

型的研究，更多的地集中在其背景上，即程度模态

逻辑上[10-11]。目前对两者结合的研究较少，但文献

[12-13]还是得到了一些结果。 

精度和程度是两个重要的量化指标，分别与相

对误差和绝对误差相联系。精度和程度把类与集合

重叠部分的信息相对量化和绝对量化，是对同一事

物两个不同逻辑侧面的刻画。两者结合起来，取长

补短，使类与集合重叠部分的信息更加全面、精确；

若能拓展得到范围更宽广、性质更丰富的模型，则

能把经典粗糙集模型、变精度粗糙集模型、程度粗

糙集模型拓展得更加适用。因此，精度和程度复合
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的理论研究与技术创新都具有重要意义。本文在此

背景下探索精度与程度的结合及其的逻辑计算模

型，拓展变精度粗糙集模型、程度粗糙集模型和经

典粗糙集模型。 

1  程度与精度的逻辑差粗糙集模型 

定义定义 1.1  ARARAR kk bb -=- 、

k kR A R Ab- = -  R Ab 分别称为 A的程度 k 与精度

b-1 的逻辑差 R 上、下近似，即： 

{[ ] :| [ ] | , ([ ] , ) 1 }k R R RR A x x A k c x Ab b- = > -U I ≥

，
{[ ] :| [ ] | | [ ] | , ([ ] , ) }k R R R RR A x x A x k c x Ab b- = - >U I ≥

pos k kkR A R A R Ab bb - -- = I 、、neg (~ kkR A R Abb -- = U  

)kR Ab- 分别称为 A 的程度 k 与精度 b-1 的逻辑差

R 正域、负域。若 ARAR kk bb -- ¹ 则称 A依程度 k 与

精度 b-1 的逻辑差运算是粗糙的。 

程度与精度的逻辑差近似是程度与精度的逻辑

差要求的结果，这在实际中是有意义的。上下近似、

正域、负域统称为“粗糙集区域”，具有与 b 、k 相

关的逻辑含义。 ARk b- 是“属于 A的个数多于 k ，

但关于 A的错误分类率不小于 b-1 ”的等价类的

并， ARk b- 是“不属于 A的个数最多只有 k 个，但

关于 A的错误分类率大于 b ”的等价类的并。 

类似地，定义精度与程度的逻辑差近似 AR k-b 、

AR k-b ，容易得到下面的性质。，并由此可知程度与

精度的逻辑差粗糙集模型部分拓展了程度粗糙集模

型和经典粗糙集模型。 

定理 1.21  ARAR kk 1-= ， 1~k kR A R A-= ，进

而有 ARARAR 100 -== ， 0 1 0~RA R A R A-= = 。 

因为： 
([ ] , ) 1 | [ ] | | [ ] |R R Rc x A x A xb b< - Û >I 、

([ ] , ) | [ ] | | [ ] | | [ ] |R R R Rc x A x A x xb bÛ -I≤ ≥ ， 

所以有下面变精度近似与程度近似的转化公式。 

定理 1.32   

{[ ] :| [ ] | | [ ] |}R R RR A x x A xb b= >U I 、

{[ ] :| [ ] | | [ ] | | [ ] |}R R R RR A x x A x xb b= -U I ≥ ；

kR A =  ， {[ ] : ([ ] , ) 1 | [ ] |}R R Rx c x A k x< -U 、

{[ ] :k RR A x= U  ([ ] , ) | [ ] |}R Rc x A k x≤ 。 

定理  3  1.4 {[ ] : | [ ] |k R RR A x k x Ab- = <U I ≤   

| [ ] |}Rxb ， ARk b-  {[ ] :| [ ] | | [ ] |R R Rx x k x A= - <U I≤   
| [ ] | | [ ] |}R Rx xb- 。 

下面将分类研究由参数 b 、k 决定的程度与精

度的逻辑差粗糙集模型的基本结构。 

定 理  4  1.5  0=b 时 ， fb =- ARk 、

k kR A R Ab- = -   RA 、 pos kR Ab f- = 、 neg kR Ab- =  

( )~ kRA R AU 。 1=b 时， ARAR kk =-b 、 fb =- ARk 、

pos kR Ab f- = 、 neg ~ kkR A R Ab- = 。 

定理   1.65    ）（ 1,0Îb 时， bkx R >|][| 是

[ ]Rx Í  kR Ab- 的 必 要 条 件 ， bkx R <|][| 是

ARx kR b-Í][ 的必要条件。 

1) bkx R >|][| 时， ARx kR b-Ë][ 。 

(1) [ ] posR kx R Ab-Ë ； 

(2) | [ ] | | [ ] |R Rk x A xb< I ≤ 时， ARx kR b-Í][ ； 

(3) | [ ] |Rx A kI ≤ 或 | [ ] | | [ ] |R Rx A xb>I 时，

ARx kR b-Ë][ ，故[ ] negR kx R Ab-Í 。 

2) bkx R <|][| 时， ARx kR b-Ë][ 。  

(1) [ ] posR kx R Ab-Ë ； 

(2) | [ ] | | [ ] | (1 ) | [ ] |R R Rx k x A xb- < -I≤ 时，[ ]Rx Í  

kR Ab- ； 

(3) | [ ] | | [ ] |R Rx A x k< -I 或 | [ ] | (1 )Rx A b-I ≥  

| [ ] |Rx 时， ARx kR b-Ë][ ，故[ ] negR kx R Ab-Í 。 

3) bkx R =|][| 时， ARARx kkR bb --Ë ,][ ，所以

[ ] posR kx R Ab-Ë 、 [ ] negR kx R Ab-Í 。 

由上可知 pos kR Ab f- = 。，故在程度与精度的逻

辑差粗糙集模型中，论域仅完备分化为上近似、下

近似、负域三3种粗糙集区域。在实际中，由参数 b 、

k ，用 bk 把数轴分成 ),0[ bk 、 bk 、 ),( +¥bk 等

3部分，由 |][| Rx 的实际分布，并结合 | [ ] |Rx AI ，

可得到 Rx][ 的粗糙集区域归属，进而可得到粗糙集

区域。 
定理 6  1.7  ），（ 10Îb 时， 

{[ ] :| [ ] | , | [ ] | | [ ] |}k R R R RR A x x k k x A xb b b- = > <U I ≤

{[ ] :| [ ] | ,| [ ] |k R R RR A x x k x kb b- = < -U ≤

| [ ] | (1 ) | [ ] |}R Rx A xb< -I  

neg ( {[ ] :| [ ] | ,| [ ] |k R R RR A x x k x A kb b- = >U I ≤ 或

| [ ] | | [ ] |}) ( {[ ] :R R Rx A x xb>I U U | [ ] |Rx k b<  

| [ ] | | [ ] | | [ ] | (1 ) | [ ] |})R R R Rx A x k x A xb< - -I I或 ≥

( {[ ] :| [ ] |R Rx x =U U })k b  

该定理刻画了程度与精度的逻辑差粗糙集模型

的基本结构。下面在 (0,1)b Î 的模型中研究计算粗

糙集区域的两种不同算法及其分析与比较。 

1) 常规算法 

(1) 计算程度上下近似和变精度上下近似； 
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(2) 由集合的差计算程度与精度的逻辑差上下

近似； 

(3) 通过集合并补运算可得负域。 

2) 结构算法 

由定理1.6计算程度与精度的逻辑差粗糙集模

型中的上下近似域及负域。首先 |][| Rx 与 b/k 比较

大小，然后 | [ ] |Rx AI 需要和一些参数比较大小，在

不同的情况下与参数比较大小的先后顺序如下： 

(1) bkx R >|][| ，则先 k 后 |][| Rxb ； 

(2) bkx R <|][| ， 则 先 |][|)1( Rxb- 后

kx R -|][| 。 

这两个算法中，核心的部分是对每类 Rx][ ，判

断它其是否属于特定集合，主要计算是比较大小。

对每类 Rx][ ，需要2个输入数据2个输入数据：

|][| Rx 、和 | [ ] |Rx AI 。，设类 Rx][ 共有 n个，则需要

n2 个输入数据。下面以比较大小作为基本操作，以

类 Rx][ 的规模 n作为实例特征，来分析和比较两个

算法。 

在常规算法中，每个类需要判断是否属于

AR k 、 AR k 、 AR b 、 AR b ，需要比较大小4次，和

需要 2 个辅助变量 2个： | [ ] | | [ ] |R Rx x A- I 、和

),]([ Axc R ，其余是4步集合的差并补运算。所以，

常规算法的时间、空间复杂性分别为： nnT 4)( = 、

nnS 2)( = ，且最好情况、最坏情况和平均情况下是

一致的。 

在结构算法中，每个类的基数需要先与 bk 比

较大小1次。 

(1) 若 bkx R >|][| ，则最多需要用 | [ ] |Rx AI 与

k 、 |][| Rxb 比较大小 2次，需要1个辅助变量

|][| Rxb ； 

(2) 若 bkx R <|][| ，则最多需要用 | [ ] |Rx AI 与

|][|)1( Rxb- 、 kx R -|][| 比较大小2次，需要2个辅

助变量： |][|)1( Rxb- 、和 kx R -|][| ； 

(3) 若 bkx R =|][| ，则不需要再比较大小。所

以，在最坏的情况下，结构算法的时间、空间复杂

性分别为： nnT 3)( = 、 nnS 2)( = 。 

综上所述，在最坏的情况下，两个算法的时间、

空 间 复 杂 性 的 渐 进 分 析 为 ： ( ) ( )T n n= Q 、

)()( nnS Q= 。但结构算法比常规算法具有时间、空

间优势： 

(1) 在最坏情况下，结构算法空间复杂性与常规

算法相同，但具有时间优势； 

(2) 常规算法不存在最好、最坏与平均情况的差

异，而结构算法在一般情况下，会有 bkx R >|][| 及

bkx R =|][| 。 bkx R >|][| 会降低结构算法的空间复

杂性， bkx R =|][| 则会同时降低空间与时间复杂性。

同时，当 bkx R ¹|][| 时，在深入验证 Rx][ 的归属过

程中，若 Rx][ 属于负域，则可能只需要比较大小1次，

并减少辅助变量个数； 

(3) 结构算法由比较大小判定出类与粗糙集区

域的关系即可结束，而常规算法还需要4步集合运

算。显然，所有类满足 bkx R =|][| 时为结构算法的

最好情况，此时 nnT =)( 且该算法原地工作。 

结构算法比常规算法更具优势。，主要原因在于

经过理论推导，定理1.6把粗糙集区域刻画得非常精

确。计算时直接利用精度和程度构造的参数范围对

每一个类进行检验即可确定该类的3种粗糙集区域

归属，进而得到粗糙集区域。而常规算法需要先确

定类的程度上下近似和变精度上下近似4种集合归

属，然后还要再转换。实际应用中论域的分类往往

是很多的，故在大量数据处理中，通过结构算法会

节约大量的时间和空间。 

2  实  例 
决策表 ),,,( fVTUS = ，其中U 由表示36个病

人组成，； },,{ 321 rrrT = ，条件属性r1和r2 1 2r r和 分别

表示“发烧”和“头痛”，决策属性 3r 表示“感冒”，；

R 表示由r1和r2 21 , rr 决定的等价关系，； }2,1,0{
1

=rV ，

0、1、2 2,1,0 分别表示不发烧、轻度发烧、严重发
烧， }2,1,0{

2
=rV ，0、1、2、 2,1,0 分别表示不头痛、

轻度头痛、严重头痛， }1,0{
3

=rV ，0、1 1,0 分别表

示没感冒、感冒。设定初始数据，如表1所示，。由
初始数据可得相关的统计结果，其中 [ ] ( , )mx i j= 表

示基于条件属性发烧、头痛的分类， A表示感冒病
人的集合，统计结果如表2所示。 

表1  初始数据 

病人 发烧 头痛 感冒 

1 0 0 0 

2 1 1 0 

3 0 2 1 

4 2 1 0 

5 1 0 1 

6 2 2 1 

7 0 0 0 

8 1 2 0 

9 2 2 1 

10 1 1 1 
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11 1 2 1 

12 2 0 0 

13 0 0 0 

14 2 1 1 

15 0 1 1 

16 1 1 0 

17 0 2 0 

18 2 1 1 

19 0 0 0 

20 1 2 1 

21 2 0 1 

                                           续表 

病人 发烧 头痛 感冒 

22 0 0 0 

23 2 1 0 

24 1 2 1 

25 0 2 0 

26 2 2 1 

27 1 1 0 

28 2 0 1 

29 2 1 1 

30 0 0 0 

31 1 2 0 

32 0 1 0 

33 2 1 1 

34 1 1 1 

35 0 0 0 

36 2 0 0 

表2  类的统计结果 

[x]m [x]m元素 |[x]m| [x]m∩A |[x]m∩A| c([x]m,A) 

[x]1=(0,0) 
1、7、13、19、 

22、30、35 
7  0 1 

[x]2=(0,1) 15、32 2 15 1 1/2 

[x]3=(0,2) 3、17、25 3 3 1 2/3 

[x]4=(1,0) 5 1 5 1 0 

[x]5=(1,1) 
2、10、16、27、

34 
5 10、34 2 3/5 

[x]6=(1,2) 8、11、20、24、31 5 11、20、24 3 2/5 

[x]7=(2,0) 12、21、28、36 4 21、28 2 1/2 

[x]8=(2,1) 
4、14、18、23、 

29、33 
6 

14、18、 

29、33 
4 1/3 

[x]9=(2,2) 6、9、26 3 6、9、26 3 0 

下面计算 1=k 、 4.0=b 时，程度与精度的逻辑

差粗糙集模型中的粗糙集区域。 

1) 常规算法：(1) 1=k 时， 5 6[ ] [ ]kR A x x= U U  

7 8 9[ ] [ ] [ ]x x xU U ， 2 4 9[ ] [ ] [ ]kR A x x x= U U ； 4.0=b

时， 2 4 6 7 8 9[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]R A x x x x x xb = U U U U U ，R Ab =  

4 6 8 9[ ] [ ] [ ] [ ]x x x xU U U 。 

(2) 54.01 ][xAR =- ， 24.01 ][xAR =- 。； 

(3) 1 0.4 1 3 4 6 7neg [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]R A x x x x x- = U U U U U  

8 9[ ] [ ]x xU 。 

2) 结构算法 
4.0=b ， 1=k ， 5.2=bk ，可计算得 5[ ]x Í  

1 0.4R A- 、 ARx 4.012][ -Í 、 1 3 4 6 7 8[ ] ,[ ] ,[ ] ,[ ] ,[ ] ,[ ] ,x x x x x x  

9 1 0.4[ ] negx R A-Í 。比如对 5][x 有， 5.25|][| 5 >=x ，

61 | [ ] | 3 0.6 5x A< = ´I ≤ ，即 5][x 满足 ARk b- 中的条

件 | [ ] | , | [ ] | | [ ] |R R Rx k k x A xb b> < I ≤ ，所以 5[ ]x Í  

1 0.4R A- (。详细计算见表3)，。可得 54.01 ][xAR =- 、

24.01 ][xAR =- 、 1 0.4 1 3 4 6neg [ ] [ ] [ ] [ ]R A x x x x- = U U U U  

7 8 9[ ] [ ] [ ]x x xU U 。 

根据发烧、头痛条件属性，论域分化为9种病人

类别。， 

2 3 4 5 6 7 8 9[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]RA x x x x x x x x= U U U U U U U
和 4 9[ ] [ ]RA x x= U  
分别表示可能和一定归入感冒集合的病人类别。而

54.01 ][xAR =- 表示“属于感冒集合的病人数多于1
个，但关于感冒集合的错误分类率不小于 6.0 ”的病
人类别， 24.01 ][xAR =- 表示“不属于感冒集合的病人

数最多只有1个，但关于感冒集合的错误分类率大于
4.0 ”的病人类别。 

由本该例可见，程度与精度的逻辑差粗糙集模

型，利用精度和程度两个指标对概念进行了复合逻

辑刻画，具有实际意义。本该例有9个类，常规算法

中 36)9( =T 、 18)9( =S 。；而结构算法中仅有 2][x 、

4][x 满 足 5.2|][| =< bkx R ， 其 余 全 部 满 足

5.2|][| => bkx R ；同时，对 1 3 4[ ] [ ] [ ]x x x、 、 再作深入

判断时，只需要比较大小1次，分别需要0、0、1个

辅助变量，即可确定它们属于负域。结构算法的分

析见表3，其时间、空间复杂性为： 24)9( =T 、

8)9( =S 。由此得出结构算法的优势比较明显。 

表3  结构算法的计算与分析 

病人 

类别 

第一轮比较

大小：|[x]m| 

第二轮比较 

大小：|[x]m∩A| 

粗糙集区域 

归属 

比较大小

次数 

辅助变

量个数 

[x]1 k b>  k≤  1 0.4negR A-  2 0 

[x]2 k b<  (1 ) | [ ] |Rxb< - 、 1 0.4R A-  3 2 
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| [ ] |Rx k-≥  

[x]3 k b>  k≤  1 0.4negR A-  2 0 

[x]4 k b<  (1 ) | [ ] |Rxb-≥  1 0.4negR A-  2 1 

[x]5 k b>  k> 、 | [ ] |Rxb≤  AR 4.01-  3 1 

[x]6 k b>  k> 、 | [ ] |Rxb>  1 0.4negR A-  3 1 

[x]7 k b>  k> 、 | [ ] |Rxb>  1 0.4negR A-  3 1 

[x]8 k b>  k> 、 | [ ] |Rxb>  1 0.4negR A-  3 1 

[x]9 k b>  k> 、 | [ ] |Rxb>  1 0.4negR A-  3 1 

3  决策表中的应用 

),( TUS = 为决策表，T C D= U 。可定义决策

属性集 D 与条件属性集C 的程度 k 与精度 b-1 的

逻辑差的近似依赖性： 
( , , , ) | pos( , , , ) | | |C D k C D k Ug b b= ， 

式中  pos( , , , ) ind( )Y U D k
C D k C Y

b
b Î -

= U 。 

决策属性集与条件属性集的程度与精度的逻辑

差近似依赖性，是对执行具有程度 k 与分类误差 b
的对象分类能力的一种综合评价。在上述实例中，

24.01 ][xAR =- ， 1 0.4 2 4( ) [ ] [ ]~R A x x- = U ，可得感冒决

策属性集与发烧、头痛条件属性集的程度1与精度

6.0 的逻辑差近似依赖性 %33.8)4.0,1,,( =DCg 。 

基于决策属性集与条件属性集的程度与精度的

逻辑差近似依赖性，可以定义条件属性集C 关于决

策属性集 D 的程度 k 与精度 b-1 的逻辑差近似约

简： red( , , , )C D k b 为C 的一个子集，满足： 
(1) ( , , , ) (red( , , , ), , , )C D k C D k D kg b g b b= ； 

(2) 从 red( , , , )C D k b 中去掉任何一个属性(1)都

不成立。 

属性约简是粗糙集进行数据分析的重要概念，

引入条件属性集关于决策属性集的程度与精度的逻

辑差近似约简后，扩充了粗糙集理论，更好的体现

了数据相关性，为进行近似推理和获取决策规则奠

定了基础。 

4  结  论 

程度与精度的逻辑差粗糙集模型，拓展了程度

粗糙集模型和经典粗糙集模型，涉及了精度与程度

两个量化指标，具有实际逻辑意义，因而具有重要

的理论价值和广泛的应用前景。对该模型的性质与

应用，以及其它其他平行的精度与程度的逻辑运算

模型，还值得深入地探讨。 
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