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对称不定线性系统的不定预处理技术 

李  良 ，黄廷祝  

(电子科技大学数学科学学院计算科学研究所  成都  611731) 

 
【摘要】研究求解对称不定线性系统 =x bA 的不定不完全分解预处理算法，其中A为稀疏的对称不定矩阵。合适的选主

元算法是成功分解不定矩阵的关键，为了加快选主元的速度，给出了松弛的有界Bunch-Kaufman (RBBK)对称选主元算法，并
分析了该选主元算法的稳定性以及参数的选择范围。将RBBK算法与不完全Cholesky分解相结合，得到了一类稳定性较高的修
改的不完全Cholesky分解预处理技术。MATLAB下的数值例子表明，将提出的预处理技术用于SQMR迭代算法时，得到较快
的收敛速度。 
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Abstract  In this paper, we study a class of factorized indefinite preconditioning techniques for solving linear 

system Ax = b, where A is sparse and symmetric indefinite. Choosing an appropriate pivoting strategy is the key for 
the success of factorization for an indefinite matrix. To speed up the process for selecting the pivot, we propose a 
relaxed bounded Bunch-Kaufman (RBBK) algorithm, analyze its stability, and derive the criteria for parameter 
selection. Combining RBBK algorithm with the incomplete Cholesky factorization, we obtain a kind of stable 
preconditioning technique via modified incomplete Cholesky factorization. Preconditioned by this kind of 
preconditioners, SQMR iteration converges very fast according to the presented numerical examples. 
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1  背景知识介绍 

科学工程计算中的很多问题, ，比如计算电磁

学，结构力学, 、计算流体等, ，最后都归结为求解

如下线性方程组： 

x b=A                 (1) 

其中式中, ， n nA R ´Î 为对称不定矩阵, ， , nx b RÎ . 

, nx b RÎ 。当n较小时, ，可以用直接算法, ，比如

Aasen 算 法 [1], ] 、 Bunch-Kaufman 算 法 [2] 以 及

Bunch-Parlett算法[3]. ]。最近, ，Ashcraft, Grimes和

Lewis[4]文献[4]提出了有界的Bunch-Kaufman(BBK)

算法和快速Bunch-Parlett (FBP)算法, ，可提高这些

直接求解器的效率, 。在文献[5]中Li和Huang给出了

BBK算法和FBP算法的松弛版本RBBK和RFBP, ，

使其有更大的灵活性. 。这些算法都是将式(1)中系

数矩阵 A重排为 TPAP ( P 为相应的置换矩阵)。, P

为相应的置换矩阵. 

但是, ，随着n的增大, ，直接求解器需要太多

的存储量和计算时间而变得不适用，. 需要使用迭

代算法来近似求解式(1). )。迭代法成功的关键是用

适当的预处理技术加速其收敛速度. 。求解对称不

定系统的常用Krylov子空间方法有SYMMLQ和

MINRES方法[6], ]，这该二两个方法需要对称正定的

预处理矩阵, ，但是对不定的系数矩阵却用正定矩阵

来预处理, ，有一定的不合理性. 。幸运的是, ，文献

[7]Freud和Nachtigal提出了对称QMR算法(SQMR)，[7], 

该算法可以结合使用包括不定矩阵在内的任意对称

预处理矩阵. 。本文即通过SQMR迭代求解涉及的对

称不定线性系统.。 

令 T
1 2M M= =M M 为任一可逆的n阶对称矩
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阵, ， 1M 和 2M 不一定对称, ，式(1)在两边预处理

后转化为新的方程组： 
'x' b'=A  

其 中 式 中 ， 1 1
1 2' M M- -=A A , 1 1

1 2' M M- -=A A ；

2x' M x= , 2x' M x= ； 1
1b' M b-= . 1

1b' M b-= 。注意

到, ，如果令 1M = I 或 2M = I ，就变为了单边预处

理, 。本文中，这里 I 表示具有适当阶数的单位矩

阵。. 

虽然当阶数n很大时直接法不能用于求解式

(1),，但直接法却为构造好的预处理算法提供了思

路.。利用直接法来构造预处理算法这种思路已成功

应用于不完全Cholesky(IC)和不完全LU(ILU)分解预

处理技术上[8, 9]. ]。本文利用RBBK算法[5]来构造预处

理算法 , ，实际上 , ，该这类算法是一种修改的

IC(MIC)分解, ，它将A分解为： 
T T= +PAP LDL R  

式中，其中 P P 为置换矩阵, ；L为单位下三角矩

阵, ；D为块大小为1或2的块对角矩阵, ；R为剩余

的残量矩阵.。 

接下来, 第2节描述本文采用的选主元策略; 第

3节在该选主元策略的基础上给出MIC分解算法; 

第4节给出一些数值算例以展现本文提出算法的有

效性; 最后在第5节给出结论. 

1  2  选主元算法 

对非零对称矩阵 n n´ÎA R , n n´ÎA R ，一定存在

一个置换矩阵 P P 和数 1s = 或2, ，使得： 
T

T

s

n s

s n s

é ù
ê ú= -ë û

-

E C
PAP C B  

式中，E为 s s´ 方阵？？？，且E可逆；C为 ( )- ´n s s

矩阵？？？. 。若以E为主元作一次消元就有： 
1

T
1 1 T

0 0

0 0
s s

n s n s

I I
I B I

-

- -
- -

é ùé ù é ù
= ê úê ú ê ú-ë ûë û ë û

E E C
PAP

CE CE C
 

应用以上过程处理 Schur 余 1 TB E-= -S C C , 
1 T-= -S B CE C ，这样递归处理下去, 就得到修改的

选主元Cholesky分解(MCP)[10-, 11]. ]，整个过程需要

O( 3 / 3n )的浮点计算以及选主元所需的比较和行列

交换操作. 。为了减少内存开销和计算量, ，需要抛

弃 1-CE 和Schur余S中的一些非零元素, ，这样就得

到了不完全分解.。 

BP选主元[3]算法每次需要搜索整个子矩阵S, ，

总共需要O(n3)次比较; ；BK算法 [2]只搜索S的两

列, ，但得不到有界的L; ；BBK算法能够得到有界

的L, ，但是对有些情况却需要与BP算法相当的比较

量. 。为了减少选主元过程中需要的比较操作, ，本

文我们引入一个松弛因子, ，采用RBBK选主元, ，

增加了算法的灵活性, ，减少了选主元所需的比较

量. 。RBBK算法将挑选出分解第一步的主元，RBBK

算法细节如图1描述如下：.  

RBBK算法:(本算法将挑选出分解第一步的主

元.) 

令 g 1 为第 1 列中非对角元元素的最大模值;； 

令 r 为第 1 列中第一个具有最大模值元素的行

标;； 
If 1 =g 0  

不需要对第 1 列作任何处理;； = 0s ;； 

else if 11 1a ag≥  

令 11a 11a 为主元; ； 1s = =P I ； ； 

else 

1flag = 0  = 1 ii g g= ； ； ； 

while ( flag = 0 ) 

令 rg 为第 i 列中非对角元元素的最大模值;； 

令 r 为第 i 列中第一个拥有最大模值元素的行

标;； 

if rr ra ag≥  

  令 rra rra 为主元; ； = 1 flag = 1s ； ； 

  P 交换第 r 行和第 1 行； 
elseif r ig bg≤  

令 ii ri

ri rr

a a

a a
é ù
ê ú
ë û

为 主 元 ; ； 

= 2 flag = 1s ； ； 2;  flag 1;s = =  

       P 交换第 1 行和第 i 行, ，第 2 行和第 r

行； 

else 

= i ri r g g= ； ； 

end 

end 

end 
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根据该算法有如下定理来保证PMIC产生的三

角矩阵L的稳定性. 。 

 

定理 1  如果由RBBK算法得到的是1×11 1´ 的

主元 rra , rra ，那么有如下不等式成立： 
1

      irl i r
a

¹≤              (2) 

如果得到的是2×2 2 2´ 的主元, ，那么有： 

 

 

2

2

1
       ,

2
      ,

i'i

i'r

l i' i r

l i' i r

a
b a

a
b a

+ì ¹ï -ï
í
ï ¹
ï -î

≤

≤
          (3) 

RBBK算法中有两个参数a 和 b , b ，但由式是

(2)和式(3)可知, ，当 22b a a= + 时, ，L下三角的

元素有上界1/a , 1/a ，那么实际上RBBK算法只需

要一个自由参数a , a ，就能保证矩阵L的稳定性.。 

2  3  修改的不完全Cholesky分解算
法 

如图2. 

本节给出基于RBBK选主元的修改的不完全

Cholesky分解(PMIC). )。对得到的Schur余递归地使

用RBBK选主元, ，并进行选主元的Gauss消元, ，将

最终得到修改的 Cholesky 分解 , ， T=A LDL . 
T=A LDL 。称之为修改的, ，是因为矩阵D为块对

角矩阵而不是通常的对角矩阵. 。抛弃L中的一些非

零元就得到PMIC分解. 。 {( , ) |1 , }nP i j i j n= ≤ ≤ 表

示矩阵中元素的位置, ，假定S和L有非零元模式

S nP PÍ , nPÍSP ， L nP PÍ ,  nPÍLP ， T
U LP PÍ , 

T
LPÍUP ，PMIC算法将得到A的选主元 TLDL 分解，

PMIC算法描述如下： 
22  = 1ib a a= + ； ； 

PMIC 算法:(本算法将得到 A 的选主元 TLDL 分解) 

while i n<  

将子矩阵 ( : , : )i n nA i 运行 RBBK 算法；; 

得到 s 为主元类型, ，矩阵 iP 为相应置换矩阵;； 

if s=0 

本步骤不需要作任何处理; ； 1i i= + ； 1i i= + ； 

elseif s=1 

根据 iP iP 重排矩阵 A;； 1i i= + ； 1;i i= +  
( , ) ( , )  ( , ) 1i i i i i i= =D A A； ； 

( , 1: )
( , 1: )

( , )
i i n

i i n
i i
+

+ =
A

A
D

； 

按照非零模式 UP 去掉 ( , 1: )j i + nA ( , 1 : )A i i n+ 中

的非零元;； 

for j=i+1:n 
if ( , )j i Î LP  

) *

( , 1: ) ( , 1: )

( , 1: ) ( , )      

n n

n

+ = + -
+ ；

j i j i

j i j i

A A

A A
 

依照 SP 去掉 ( , 1: )j i + nA ( , 1 : )A j i n+ 中的非零

元;； 

end 

( , ) 0j i = ；A  

  end 

else if s=2  

end 

elseif s=2 
 根据 iP 重排矩阵 A： 2i i= + ； 

2

( : 1, : ) ( : 1, : )

( : 1, : )

i i i i i i i i

i i i i I

+ + = + +
+ + =

D A

A

1 1

1

；

；
    

: 1 2 :

: 1, 2 : )* : 1, : 1

i i i n

i i i n i i i i-

+ + =

+ + + +

A

A D 1

( )

( ) ( )

,

；
 

根据 UP 去掉 ( : 1, 2 : )i i i n+ +A 中的非零元；; 

for j=i+2:n 
if ( , ) or ( , 1)j i j iÎ + ÎL LP P    

( , 2 : ) ( , 2 : )

( , : 1)* ( : 1, 2 : )

j i n j i n

j i i i i n

+ = + -
+ + +

A A

A Ai ；
 

依照 SP 去掉 ( , + 2 : )j i nA 中的非零元;； 

end 

( , : 1) 0j i i + =A ； 

end 

最后,剩下的矩阵 A 即为要求的 TL 。 

 

 

 

 

 

图1  RBBK算法 



  第2期                      李良，等:  对称不定线性系统的不定预处理技术 

 

291  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

知道适当的非零模式 SP , SP 、 LP , LP ，因此

我们根据元素的模值大小动态地决定矩阵的非零模

式, ，采用阈值ILU中的方法[9, 12]. ]，给定一个阈值t , 

t ，对向量u,抛弃模值小于
2

t u 的元素. ，这样得

到的PMIC称为PMIC(t ). (t )。本文中，这里, 抛弃

的意义是将本来非零的元素令为0, ，以减少分解过

程中所需的存储量和计算量.。 

 

 

43  数值例子 
本节文给出两个数值算例来说明PMIC(t )预处

理算法的有效性. 。在PMIC(t )算法中, ，L和Schur
余S的稀疏模式只由其元素的相对大小确定, ，所有
的数值实验都由MATLAB实现, ，SQMR迭代终止准

则为残量 6 0

2 2
10kr r-< , 6 0

2 2
10kr r-< ， kr 表示

第k步的残量, ， 0r 表示初始残量. 。我们调整右端
项, ，使得准确解为 T(1,2, ,1)= Le , T(1,2, ,1)=e L ，

所有的初始解向量都令为0. 。主元选择的参数用a
表示，, PMIC(t )算法中的非零元抛弃阈值用t 表
示.。 

34.1  BCSSTK19矩阵 

BCSSTK19矩阵来源于矩阵市场[13], ]，从力学工

程中的动态分析中产生. ，其阶数为817, ，有6 853

个非零元, ，为对称不定矩阵. 。一般的IC分解用于

该矩阵时, ，算法失败. 。表1给出了在不同的a 和t

取值下 , ，矩阵L的非零元个数 (nz(L))和预处理

SQMR算法所需的迭代次数(its).)。 

从表1可以看出, ，当t 固定，, L的非零元个数

随着a 的减小而减少. 。通常, ，L越稠密所需的迭

代次数越少, ，但是从表1看出, ，这个该结论不是

一定成立.。 

表1  BCSSTK19矩阵 

tt =10-5 tt =10-6 
a 

nz(L) its nz(L) its 

0.5 11 664 42 16 006 7 

0.1 10 081 18 14 158 7 

0.05 9 647 25 13 737 6 

0.01 7 264 198 12 813 39 

0.001 5 797 175 10 980 37 

 

图1给出了当t =10-5时, ，在不同a 取值下选主

元对矩阵稀疏模式的影响. 。可我们发现, ，当a 较

大时, ，需要较多的行列交换操作, ，随着a 的减

小, ，选主元对矩阵稀疏模式的影响就越小. 。因为

当a 很小时, ，几乎不用交换矩阵的行列, ，就能很

容易地找到满足要求的主元, 。但同时从表1可以看

出，此时得到的预处理矩阵的效果不是太好。 

a. 原矩阵 
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0
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b. a=0.1 

c. a=0.01 d. a=0.001 

nz=6 853 nz=6 853 

nz=6 853 nz=6 853 

 
图1  不同aa 取值下选主元对矩阵稀疏模式的影响 

 43.2  ex32矩阵 

ex32矩阵来自于UF Sparse Matrix Collection的

FIDAP组[13]. ]。虽然该矩阵阶数为1 159, ，非零元个

数为11 047, ，但仍为对称不定矩阵. ，如果不用预

处理,，SQMR方法不能在400步之内收敛。 

 

表2  ex32矩阵 

a tt =10-4 tt =10-5 tt =10-6 

图2  PMIC算法 
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nz(L) its nz(L) its nz(L) its 

0.5 31 907 12 351 983 7 35 815 4 

0.1 27 213 12 27 756 6 27 800 5 

0.05 27 056 11 27 566 7 27 605 5 

0.01 27 062 11 27 243 6 27 255 5 

SQMR方法不能在400步之内收敛. 

表2记录了SQMR在PMIC(t )预处理下的收敛

情况. 。从表2可以看出, ，PMIC(t )是处理对称不

定矩阵非常有效的预处理算法, ，其中的非零元抛

弃参数t 仍然是影响其预处理效率的主要因素.。 

4  5  结  论 

本文研究了求解对称不定线性系统的一类不定

预处理算法. 。该算法的预处理子通过RBBK选主元

的MIC来构造, ，由于选主元原系数矩阵A被重排为
TPAP . TPAP 。给出的数值算例体现了算法的有效

性, ，不过PMIC算法中的两个参数a 和t 的最优值

不易从理论上给出, ，但是从数值例子也可发现, ，

合适的参数值是很容易找到的.。 
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