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ABSTRACT: According to the feature that the correction 
equation of large-scale power grid is highly sparse, a method 
for inexact Newton power flow computation based on 
Hermitian and skew-Hermitian preconditioners is researched. 
By use of symmetric and skew-Hermitian splitting of matrix, a 
new type of preconditioner is proposed. Combining the new 
preconditioner with GMRES(m), both convergency and 
convergence rate of power flow computation can be improved. 
Power flow computation results of IEEE 300-bus system show 
that the proposed algorithm is effective. 
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摘要：针对大规模电力系统修正方程式高度稀疏的特点，研

究了一种基于对称反对称预处理的不精确牛顿法。利用矩阵

的对称反对称分裂，提出一种新的预处理子，并将其与

GMRES(m)算法相结合，改进潮流计算的收敛性和收敛速

度。IEEE 300 节点系统的计算结果验证了所提算法的有效性。 
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0  引言 

实现区域大电网互联以及电力市场环境下实

时、超实时安全控制和潮流跟踪都迫切需要快速地

进行大规模甚至超大规模电力系统潮流方程的全

局求解[1]。传统的电力系统潮流计算通常选用牛顿

法或快速解耦法[2]。牛顿法是求解非线性代数方程

的有效方法。它把非线性方程的求解过程变成相应

的线性方程求解。虽然牛顿法有令人满意的 2 阶收

敛性，但由于每次迭代后都需重新计算雅可比矩阵

的元素，导致牛顿法计算潮流时约 80%的时间花费

在求解高维修正方程式上[3-4]。快速解耦法则是根据

系统有功主要决定于电压相角的变化，而无功主要

决定于电压幅值的变化这一特性，进行相关合理假

设，具有简单、快速、节省内存且收敛可靠的优点，

广泛应用于高压电网在线计算。该方法存在的问题

是 R/X 比值敏感，用于配电网可能迭代次数过多或

不收敛[5-6]。迭代法近年来越来越受到重视，已成为

电力系统中求解线性方程组的主要方法[7]。 
目前应用较多的迭代法是以广义极小残余法

(generalized minimal residual algorithm，GMRES)为
代表的 Krylov 子空间法。Krylov 子空间法是 20 世

纪 90 年代提出的一类迭代法，具有存储量少、计

算量小、易于并行等优点，非常适合并行求解高维

稀疏线性方程组。结合预条件处理技术的 Krylov
子空间法具有良好的收敛特性和较高的数值稳定

性，已成为目前求解高维稀疏线性方程组的最主要

方法[7-9]。文献[6]将 GMRES 法与牛顿法相结合(通
常称为 Newton-GMRES 方法)，采用已有的预处理

方法，对 2 个超大规模电网进行了对比分析计算。

结果表明：此类迭代法结合适当的预处理比直接法

约快 2 倍。 
预处理的主要作用是有效降低系数矩阵的条

件数并改善其特征值的分布特性，从而提高迭代法
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的收敛性[10]。迄今为止，潮流计算常用的预处理方

法主要包括不完全分解方法、分块对角矩阵法、PQ
分解预处理方法等。文献[11]对上述几种预处理方

法进行了比较。不完全 LU 分解(ILU)方法效果较

好，但很难寻找到一种适当的平衡，即在不完全分

解时既不能产生太多的填充量和增加过多的矩阵

分解时间，又要达到较好的预处理效果。PQ 分解

预处理方法也是一种较好的方法，但若对 PQ 分解

法的雅可比矩阵进行完全求逆，则代价明显过高。 
基于上述思路，考虑潮流计算的系数矩阵通常

具有对称正定性，本文利用系数矩阵对称反对称分

裂的预处理方法，将其与 Newton–GMRES(m)方法

结合可以有效提高大规模电力系统潮流迭代求解

的收敛性。 

1  不精确牛顿法 

在电力系统中，潮流方程可以简单地表示为 
( , , , ) 0F x =P Q V           (1) 

式中：x 是节点电压构成的复变量；P、Q为注入有

功和无功向量；V为 PV 节点电压幅值向量。 
用直角坐标系或极坐标系分离式(1)的实部和

虚部，可以得到一个关于 y∈R2n 的由 2n 个方程组

成的非线性方程组 
0)( =yF                 (2) 

不精确牛顿法[12]步骤如下： 
1）给定初值 y0。 
2）对于 k=0, 1, 2,…, 直到 0|| ( ) ||kF y ε< 停止。 
用迭代法近似求解 

( ) ( )k k kF y s F y′ = −  
使之满足 

( ) ( )k k k kF y s F y r′ = − +  

( )

k
k

k
r

F y
η< ， 0 1kη≤ <  

1k k ky y r+ = +  
可以看出，不精确 Newotn 法实质上是一类内

外迭代算法。本文采用的不精确牛顿法，外迭代为

经典 Newotn 法，内迭代为 GMRES(m)法。 

2  对称反对称分裂预处理 GMRES(m)算法 

2.1  GMRES(m)算法 
对线性方程组 Ax=b，其中 A∈Rn×n 为大型稀疏

非奇异矩阵，x，b∈Rn。GMRES算法实质是取Krylov 
子空间 1

0 0 0 0( , ) span{ , ,..., }N
NK r r r r−=A A A ，且 0r =  

0x−b A 是初始残量，在 Krylov 子空间 0( , )NK rA 找

一向量Δx，使其极小化
0

0( , )
min ( )

Nx K A r
x x

Δ ∈
− + Δb A 。 

理论上，GMRES 方法能够在最多 n 步迭代内计算

出线性方程组的精确解[6]。但在实际计算中，由于

舍入误差的积累[9]，通过 Arnoldi 过程计算出的 vi

将会很快失去正交性。为计算出一个满意的步长，

通常需要执行很多次GMRES迭代。且如果m很大，

Kyrlov 子空间的基 Vm 的存储将会是一个问题(Vm

是 n 行 m 列矩阵，而通常 n 比较大)。为解决这个

问题，实际计算中经过 mmax 次迭代后，若残量范数 

,maxkr 仍然不能充分小，则需要采用重启动的 

GMRES 方法，即 GMRES(m)方法，但该方法的不

足之处是无法保证迭代序列的收敛性[13]。 
关于 GMRES 方法的收敛性，文献[14]中得出：

对 n×n 线性问题，GMRES 至多 n 步收敛；当系数

矩阵 A 是正实数时，对所有 k，GMRES(k)收敛；

当 A不是正实数时，以上结论不再正确[14]。为保证

收敛的最小 k 只与 A的特征值分布有关，则它与问

题的规模 n 无关，所以 GMRES 方法特别适宜求解

高维稀疏线性方程组。由于其收敛性与矩阵 A的特

征值分布有关，所以选择适当的预条件子来改变矩

阵 A的特征值分布就显得尤为重要。 
GMRES(m)[13]算法步骤如下： 
1）选初值 x0，整数 m，并计算 0 0r x= −b A ，

0rβ = ， 1 0/v r β= 。 
2） , ( , )i j j ih v v= A ， 1,2, ,i j= " ，j=1, 2, 3, …,m， 

1 ,
1

j

j j i j i
i

v v h v+
=

= − ∑A  

11, jj j vh ++ = ，且 1 1 1,/j j j jv v h+ + +=  

定义 Hm为(m+1)×m 的 Hessenberg 阵，它的非

零元为系数 hi,j。 
3）形成近似解： mx = 0 m mx y+V ，其中 m

my ∈ R
使 1 m yβ −e H 极小。这里 

T 1
1 [1,0, ,0] m+= ∈ R…e  

1 2[ , ,..., ] n m
m mv v v ×= ∈ RV , m∈ Ry  

4）重新开始计算 m mr x= −b A ，如果 mx− ≤b A  
ε ，其中ε 是预先给定的误差限，则停止迭代；否

则 0 mx x= ， 1 /m mv r r= ，转步骤 2）。 

2.2  预条件子选取 
对线性方程组 Ax=b，如果条件数 Cond(A)很

小，说明方程组是良态方程组。当用 GMRES 算法

求解这种方程组时，将会很快收敛。相反，如果条
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件数很大，则方程组很可能为病态方程组，此时

GMRES 算法存在不收敛和收敛速度慢的潜在问 
题。因此 GMRES 算法的成功在很大程度上取决于

预条件矩阵的选取，旨在改变特征值的分布，加速

收敛。一个好的预条件矩阵M应使M−1J在某种意

义下接近单位阵或 M−1 接近 J−1，且方程 MZ=r 易
解[15]。设M=MT=Rn×n 是非奇异的、接近 J的矩阵，

且M可以分解为 
1 2=M M M                 (3) 

其中M1 和M2 表示预条件子矩阵，简称预条件子；

此时经过预处理后的方程组变为 
′ ′ ′=J x b                  (4) 

其中 ′J = 1 1
1 2
− −M JM ， 2 x′ =x M ， 1

1b −′ = M b。 

若 M1=1，则得右预条件子；同理令式(3)中
M2=1 可得左预条件子。本文选取左预条件子，利

用矩阵的对称反对称分裂[16-17]，提出对称反对称分

裂预条件子。 
假设 n n×∈A C 是一正定矩阵， T1/2( )= +H A A

和 T1/2( )= −S A A 是它的对称和反对称部分，α是 
正常数，那么由文献[16]中 HSS(Hermitian/Skew- 
Hermitian splitting)的迭代矩阵 

1 1( ) ( ) ( )( ) ( )α α α α α− −= + − + −M I S I H I H I S  (5) 
并且谱半径 ))(( αρ M 有上界 

( )
( ) max

i

i

H iλ λ

α λ
σ α

α λ∈

−
≡

+
           (6) 

当满足 1)())(( <≤ ασαρ M ，任意 0α > ，HSS

迭代收敛到唯一解 nx∗ ∈ R 。 
HSS 迭代[16]算法步骤如下： 
1）给定一个初始解 x0。 
2）对 k=0, 1, 2, …, 计算 

1
2

( ) ( ) kk
x xα α

+
+ = − +I H I S b  

1 1
2

( ) ( )k k
x xα α+

+
+ = − +I S I H b  

至{xk}收敛，其中α是给定的正常数。 
考虑算法收敛速度，α取其最优值 

min max

*
max minarg  min max r r

α λ λ λ

α λα
α λ≤ ≤

⎧ − ⎫
= =⎨ ⎬

+⎩ ⎭
   (7) 

式中λmax 和λmin 分别为矩阵 H 的最小和最大特征

值，且 

max min*

max min

( ) 1
( ) min( ( ))

( ) 1
r r k
r r kα

σ α σ α
− −

= = =
+ +

H
H

(8) 

其中 k(H)为矩阵 H的谱条件数。 
由式(5)结合文献[18]的定理 1 可得，存在唯 

一可逆矩阵 n n×∈ RQ 使得 
1( )α −= −M I Q A  

其中 Q=(H+αI)(S+αI)。因为常数对加速迭代算法无

关紧要，所以由 HSS 迭代推出的预条件矩阵为 

HSS ( )( )P α α= = + +M H I S I         (9) 

3  算例分析 

为验证本文所提对称反对称预处理方法的效

果，基于 Matlab7.0 测试平台，选用 IEEE 300 节点

系统对所提方法进行测试和对比分析，其数据见表 1。 
表 1  测试系统 

Tab. 1  Testing system 
系统 母线数 线路数 条件数 

IEEE 300 300 411 1.17×10−5 

图 1 为 IEEE 300 节点系统初始迭代时的雅可

比矩阵经过预处理后的谱图。谱图横轴代表 lgα，
纵轴代表β(α、β分别为特征值的实部与虚部)。 

对比预处理前后的谱图可以看出，预处理后系

统的特征值更加集中，预处理的实际效果比较明显。 
表 2 是利用未经预处理 Newton-GMRES(m)算

法和本文所提 Newton-GMRES(m)算法对测试系统

进行潮流计算的收敛情况。参考标准是计算过程中

的迭代次数。从左到右分别为外迭代次数、内迭代

次数(GMRES(m)迭代)、单次最多内迭代次数。计 
算中采用如下参数，牛顿法的迭代精度为 610ε −= ，

GMRES 法的迭代精度为 0 20.01 rη = ( r b x= − ΔJ ， 
2

1

0

−1

−2
−60 −40 −20 0 20

β 

lgα 
(a) 原始谱图  

2

1

0

−1

−2
−60 −40 −20 0 20

β 

lgα 
(b) HSS 预处理后谱图  

图 1  IEEE 300 节点系统经过预处理后的谱图 
Fig. 1  Spectrum of preconditioned IEEE 300 nodes system 
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表 2  预处理 Newton-GMRES(m)算法与 
未预处理 Newton-GMRES(m)算法收敛性能比较 
Tab. 2  Convergence performance comparison of 
preconditioned Newton-GMRES(m) method and 

conditioned Newton-GMRES(m) method 
预处理情况 基于牛顿法 GMRES(m)潮流计算 

无预处理 5/681/285 
HSS 预处理 5/104/38 

r0为初始残差)，Krylov 自空间维数 m=5。潮流计算

采用平启动，并忽略任何节点类型转移和补偿控制。 
由表 2 可以看出，本文提出的预处理方法实际

效果不错，能有效减少潮流计算中内外迭代次数，

加快收敛速度。 

4  结论 

针对大规模电力系统潮流计算，基于预处理

GMRES 的不精确牛顿潮流算法已被证明是一种有

效方法。因此选择适合的预处理子对 Newton- 
GMRES(m)算法的成功与否起着重要作用。针对雅

可比矩阵的特性，找寻合适的预处理技术仍是今后

研究的一个重点。IEEE 300 节点系统的测试结果表

明，本文所提预处理方法对提高潮流计算的收敛速

度有一定作用。 
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